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Figura 1.14: Representacado do resultado de uma simulacdo de impacto utilizando o SPH.
As escala de cor corresponde a uma escala de fraturagdo, com as cores mais escuras

correspondendo as particulas mais danificadas. O alvo esférico esta representado em

corte para revelar as fraturas internas. (Adaptado de Benz e Asphaug, 1994).

O codigo gerado calcula a partir das condi¢es iniciais a formagdo de novos fragmen-
tos e 0 seu subseqiiente movimento. Os dados de saida sdo a forma de cada fragmento, sua
posicdo e velocidade completa (rotacdo e translacdo tridimensional) e as tensdes atuantes
em cada particula. Os primeiros testes deste modelo foram feitos ao tentar reproduzir os
impactos em laboratorio de Fujiwara e coautores (1989). De uma forma geral os resulta-
dos do modelo (sendo analisados principalmente a forma e distribuicdo de massa) foram
razoavelmente concordantes com o dos experimentos, 0 que indica que este pode trazer
informacdes razoaveis sobre os asterbides. Até a presente data as aplica¢des do SPH a as-
terdides ainda estavam sendo inciadas, ndo havendo ainda muitos resultados publicados.

Um exemplo de simulacdo realizada com este modelo esta na Figura 1.14.
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De uma forma geral, como resultado dos diversos estudos existentes 0 que se espera
de uma colisdo de asterdides esta representado na Figura 1.15. Com o principal pardmetro
determinante do resultado sendo a energia especifica, tem-se de uma forma geral que: a
baixas velocidades (como na época de formacdo do Cinturdo), em ordem crescente de
energia, poderia ocorrer a simples acre¢ao ou apenas uma colisdo elastica, na qual os dois
corpos se separam da forma como se encontraram, apenas mudando de velocidade. Para
um regime de altas velocidades (como o encontrado atualmente no Cinturdo), o resultado
seria, em ordem crescente de energia especifica, a craterizacdo do alvo ou a fragmentacao
catastrofica do alvo. O resultado apos a fragmentacdo catastrofica dependeria também da
energia: para energias mais baixas os fragmentos sdo ejetados com velocidade inferior a
sua velocidade de escape matua, de forma que posteriormente a sua atracdo gravitacional
os retine, formando um corpo que chamamos de reacumulado (conhecido na literatura
como rubble pile). Este tipo de asterbide constitui-se de um conjunto de fragmentos iso-
lados mantidos juntos pela sua gravidade, e segundo alguns estudos estatisticos (Pravec,
2000) deve ser comum no cinturdo. Mas ndo ha atualmente um meio seguro de deter-
minar se um asterbide é reacumulado ou monolitico sem que ele seja observado de perto
por sondas - a excec¢do € o caso dos asterdides de periodo muito curto, que devem ser

monoliticos, pois um corpo reacumulado se desfaria ao girar tao rapido.

Com energia de impacto maior, os fragmentos podem ser ejetados com velocidade
proxima a sua velocidade de escape, de forma que muitos deles ndo se reacumulem, mas
que também ndo se dispersem muito. O resultado € o que se espera que seja 0 mecanismo
responsavel pela formacdo das familias. Apesar de ser um consenso atualmente que este
processo seja o responsavel pelas familias, a falta de modelos de fragmentagado colisional
faz com que esta explica¢do seja ainda muito qualitativa, sendo este consenso baseado
ndo em dados que o indiquem de forma precisa, mas principalmente no fato de este ser
o (nico mecanismo razoavel conhecido. A verificagdo desta possibilidade tem sido feita
ao tentar usar as informag@es disponiveis de tamanho e forma para tentar reconstituir os
corpos que teriam originado algumas familias (Gradie et al., 1979, Zappala et al., 1984),

e ao fazer analises mineraldgicas dos componentes das familias, de forma a verificar se
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sua composicdo é coerente com uma origem comum.

Finalmente, para as energias mais altas de colisdo, os fragmentos sdo ejetados a velo-
cidades muito maiores que suas velocidades de escape, se dispersando completamente e
ndo mais sendo possivel reconhecer uma familia.

Tendo em vista todas estas questdes em aberto e a falta de conhecimento de como inte-
ragem entre si as colisdes, fragmentagdes e a rotacdo dos asterdides, desenvolvemos neste
trabalho um novo modelo dindmico para ser aplicado ao estudo da evolucdo colisional de

asteroides.
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Resultados esperados para uma colisdo de baixa velocidade
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Figura 1.15: Representacdo dos possiveis resultados esperados para colisdes de asterdides no cinturdo, nos
regimes de baixas velocidades (possivelmente o vigente na época de formacdo do Sistema Solar) e alta

velocidade (observado atualmente no Cinturdo).
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Capitulo 2

Inventando um asteroide: Defini¢ao do

modelo

2.1 Modelando um asteroide reacumulado

Para estudar a fragmentacdo de asterbides, desenvolvemos um modelo que permita dar
uma representacdo matematica ao nosso sistema fisico. Sendo este modelo uma representacdo
razoavel da realidade, trabalhando com o seu desenvolvimento matematico deve ser possivel
simular e obter informagdes sobre como ocorrem os processos colisionais nos asteroides.
Para o desenvolvimento deste modelo, & necessario primeiro estabelecer de forma clara
quais hipobteses sdo assumidas, ou seja, de que forma a realidade fisica sera representada
matematicamente. A escolha destas hip6teses foi feita com base em consideracdes ma-
tematicas e fisicas e no que ja se conhece dos asterbides. Ha que ser considerado também
que um modelo muito detalhado é desnecessario, pois para a sua aplicagdo seriam ne-
cessarios mais dados que os disponiveis atualmente sobre os asteroides.

As hipbteses nas quais se baseia 0 nosso modelo sdo descritas a seguir.

1) Asteroide reacumulado: O asterbide é formado por um conjunto de fragmentos
independentes que interagem entre si. O movimento de cada fragmento é determinado,

de forma completa (3 dimensdes para translacdo e 3 dimensGes para rotacdo: 0s 6 graus

33
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de liberdade de um corpo rigido em 3 dimensdes) através das forcas que atuam sobre ele,
que se devem apenas a interagdo com 0s outros fragmentos.

Uma vez que acredita-se que asterdides reacumulados sejam comuns no cinturdo, as-
sim como as colisdes, o0 estudo de fragmentacdo colisional deste tipo de asterdide & im-
portante para compreender as caracteristicas atuais do cinturdo.

Este modelo é apenas dindmico, pois considera cada fragmento como um corpo rigido,
e trata apenas de seu movimento. O que pode ainda servir de suporte a um modelo mais
refinado, que considere a possibilidade de formacdo de novos fragmentos, através do
rompimento dos fragmentos ja existentes. Um modelo assim necessitaria também do
modelo dindmico aqui desenvolvido, para descrever o movimento dos fragmentos uma

vez que eles tenham se separado.

2) Fragmentos: Os fragmentos sdo modelados como tendo a forma de um elipsoide
triaxial. A forma de cada fragmento é especificada através dos seus 3 semi-eixos princi-
pais.

Foi escolhido o elipsoide triaxial por permitir uma representacdo simples da forma e
que esta de acordo com o que se conhece atualmente sobre as formas dos asterbides. O
mais simples para se trabalhar seria utilizar fragmentos esféricos, mas noés consideramos
ser esta uma representacdo muito precaria, pois 0s fragmentos poderiam diferir apenas
no seu tamanho. O uso dos elispbides permite que eles tenham formas diferentes, o
que ja torna o modelo mais razoavel. Uma descri¢cdo mais detalhada de sua forma traria
uma enorme complexidade matematica adicional sem trazer um ganho consideravel em
precisdo, pois o que se conhece da forma dos asterbides hoje ainda € muito pouco.

Adicionalmente, & importante lembrar que devido as forcas gravitacionais atuantes,
quanto maior o aster6ide mais proxima a sua forma tem que ser de uma figura de equilibrio
hidrostatico: conforme o tamanho aumenta as forcas gravitacionais aumentam mais rapi-
damente que as forcas de coesdo do material, de forma que para corpos muito grandes a
resisténcia do material ndo é capaz de suportar o seu peso, o que faz com que ele assuma

uma forma proxima a de equilibrio. A figura de equilibrio hidrostatico para um fluido
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girante submetido a sua propria gravidade & um elipsoide de revolucdo em torno de seu
eixo de rotacdo. Ndo havendo rotacao, a figura de equilibrio € uma esfera. Quanto maior a
rotacdo maior € a excentricidade do elipsoide (cujo eixo menor € o eixo de rotacdo), para
que a gravidade e a forca centrifuga se equilibrem. Tradicionalmente é estimado que as
forcas gravitacionais comecem a ser dominantes para asteroides a partir de 150Km, mas

este valor ainda é bastante discutido.

Para a distribuicdo de massa dos fragmentos, o mais simples seria utilizar uma densi-
dade constante, o que deve ser valido para corpos monoliticos de composi¢do homogénea.
Mas espera-se também uma variacao na densidade em funcdo da distancia a superficie.
Espera-se que haja asterbides diferenciados, que sao corpos nos quais houve fusdo do seu
material, apbs a qual a gravidade separou 0s seus componentes. Estes teriam o0s materi-
ais mais densos (em geral ferro e niguel) no centro, formando um nlcleo, e os materiais
menos densos (em geral silicatos) na regido externa, formando um manto e a crosta. Os
aster6ides maiores sd@o os mais favorecidos a serem diferenciados, por terem maior gravi-
dade, embora seja importante notar que o Gnico aster6ide grande diferenciado conhecido
é 4 Vesta, com 468Km de didmetro, e os dois maiores que ele (1 Ceres, 848Km e 2 Pallas,
498Km) sdo ndo diferenciados.

Como resultado de impactos em sua superficie, os aster6ides também podem ter uma
densidade menor nas proximidades da superficie pela presenca de uma camada superifical
de regolitos (poeira e pequenos fragmentos), e da presenca de fraturas. Outro fator que
deve fazer com que a porosidade seja maior na superficie & a sua menor resisténcia, que faz
com que no ndcleo seja mais facil que as porosidades sejam destruidas pela compressao
gravitacional.

Para dar alguma liberdade de escolha de como a massa se concentra no nicleo do
fragmento, modelamos a densidade como uma distribuicdo gaussiana. Desta forma, es-
colhendo a largura da gaussiana é possivel escolher o qudo rapido a densidade varia ra-
dialmente. Para uma densidade proxima de constante no interior, a gaussiana deve ser
estreita (de forma a ser mais proxima de uma funcdo degrau). Para uma variagdo mais

suave da densidade (um corpo diferenciado, por exemplo), a gaussiana seria mais larga.
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O uso de gaussianas tem ainda as vantagens matematicas de serem fungdes analiticas, e
serem convenientes para integracdes analiticas (desde que as integrais sejam improprias).
Assim como a hipotese de fragmentos elipsoides, a hipbtese de densidade gaussiana
deve ser mais razoavel para os asterdides maiores.
A densidade de um fragmento i serda dada, em um sistema de coordenadas com a

mesma origem e alinhado com os eixos principais do elipsbide, por

X
—C ( Xy z )E y
z
pi(F) 1= pige " ) = pige -

% 0 0 X

<l 0 & 0 [|y

0 0 % z

Pig€ ¢
_ e St )

Com pj, constante (densidade na origem) e C uma constante adimensional que define

a largura da gaussiana. E & a matriz que define o elipsoide:

% 00
E=]10 % 0
00 %

Onde a, b e ¢ sdo os semi-eixos principais do elipsoide (nos eixos (x, y e z, res-
pectivamente)). E imediato ver que as superficies de densidade constante sdo elipsoides

centrados na origem e alinhados com os eixos de referéncia, com semi-eixos principais a,
bec.
X
Sobre a notagdo: Os vetores sdo associados a matrizes-coluna (= | y |), de forma

z
que 0s vetores transpostos sao associados a matrizes-linha (FT = < Xy z )). O que faz
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com que
b1

5-62a1b1+a2b2—|-a3b3:<a1 ar a3> b2 :a'TB:Bé':BTé'
b3

Generalizando esta expressdo para um elipsbide centrado em ¥j, e girado em relagdo
ao sistema de referéncia, de tal forma que as coordenadas no sistema com a mesma
orientacio que o elipsdide (') sejam dadas por I’ = A(t)F (sendo A(t) uma matriz de
rotacdo, que é funcdo do tempo porque a orientacdo do elipsbide varia no tempo), obtém-

Se:

pi(F) = pi,e C—T) ADTEAD) (7T (2.1)

3) Forcas atuantes: Sdo admitidas como forgas atuantes sobre os fragmentos apenas
a sua atracdo gravitacional mdatua e a sua forca de contato. S&o todas forgcas que atuam
entre pares de fragmentos, e s@o todas forgcas conservativas. A inclusdo da dissipacdo de
energia € uma possibilidade de refinamento futuro para este modelo, pois um dos princi-
pais processos de perda de energia mecéanica seria a formacgdo de novos fragmentos. Em
colisOes reais de alta energia uma parcela significativa da energia deve ser gasta também
ao aquecer os asteroides, mas modelar este aquecimento s6 nos parece ser razoavel ao
considerar também processos de fragmentacao.

Como a obtencdo das equagtes de movimento foi feita utilizando formalismo lagran-

geano, & necessario conhecer apenas 0s potenciais associados as forgas atuantes.

Potencial gravitacional: Para a atracdo gravitacional entre dois fragmentos i, j sera
utilizado apenas o termo de monopolo do potencial - que corresponde a atragdao entre

duas massas pontuais (ou esfericamente simétricas):

MiMj
Ty —Tj

Vg, =—G (2.2)
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Este potencial tem a vantagem de ndo depender da orientacdo dos elipsoides, o que
simplifica muito o seu uso nas equagdes de Euler-Lagrange. Uma representagdo mais ela-
borada do potencial, incluindo termos de ordem mais alta, quebraria esta degenerescéncia,
fazendo com que o potencial gravitacional dependesse também da orientacdo matua dos
elipsbides, e tornaria o desenvolvimento das equagcdes de movimento muito mais com-
plexo. E como para os elipsoides de interesse (com baixa excentricidade e baixa massa)
o0 termo dominante no potencial & o de monopolo - quanto mais excéntrico o elipsoide
maior a contribui¢do para o potencial dos termos de ordem mais alta que 0 monopolo;
para esferas apenas o termo de monopolo & ndo nulo, sendo esta expressdo exata - 0 ga-
nho em precisao seria muito pequeno com relagdo ao custo adicional que resultaria de
utilizar uma representacdo mais elaborada para o potencial. Melhores aprimoramentos
podem ser trazidos ao modelo, com um custo menor, ao alterar outras hipoteses (como

incluir fragmentacéo ou dissipacdo de energia).

Potencial da forca de contato: Modelagem de forgas de contato € uma questdo bas-
tante complexa. Para que seja razoavel, um potencial para a forca de contato deve ser
constante, ou aproximadamente constante, quando 0s corpos ndo estiverem em contato
(para que a forca seja nula), deve crescer muito rapidamente quando eles entram em con-
tato (para gerar uma forca repulsiva forte), e deve ser muito alto para distancias menores
(de forma que eles ndo se atravessem). O mais imediato com estas caracteristicas seria
pensar em uma barreira vertical infinita. Este tipo de potencial corresponderia a dois cor-
pos absolutamente rigidos e impenetraveis. Mas este tipo de potencial traz problemas
para calculo numérico, por ser descontinuo, e por gerar forcas infinitas. E sabe-se que 0s

corpos reais ndo sao absolutamente rigidos e impenetraveis.

Funcdes tipo gaussianas poderiam entdo representar um potencial do tipo desejado.
Com uma gaussiana centrada e alinhada com cada corpo, a intersecdo das gaussianas de
dois corpos teria as propriedades desejadas: pico central alto, crescimento rapido quando
0s corpos estdo entrando em contato, e tender a constante quando 0s corpos nao estao

muitos préximos. Tirando proveito de que a densidade (e, consequentemente, a forma)
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dos fragmentos é definida por gaussianas, criamos entdo um potencial de contato que é

proporcional a quantidade de massa do par de elipsbides que se intercepta:

Ve, == Vo / d3epi(F)p; (7) 2.3)

Esta é a hipbtese mais inovadora, e por esta razdo a mais discutivel inicialmente, no
nosso modelo. Depois de desenvolvido e testado 0 modelo foi possivel concluir de forma
segura que este potencial é adequado, como seré discutido mais adiante. E este potencial
tem a grande vantagem matematica de que gaussianas sao funcdes convenientes para se

trabalhar analiticamente, simplificando o trabalho.

2.2 Desenvolvimento do Potencial de Contato

E necessario ento resolver a integral do potencial da forga de contato entre dois fragmen-

tos (i, J):

Ve, 1=V0/d3fpi(f’)pj(f’)

Que pode ser escrito como

VoPioPi / 43re—CLF—T)T Ai(F—F)+ (=TT Aj(F—T))] (2.4)

Onde as matrizes Aj e Aj sdo as matrizes que definem os elipsoides expressas no sis-
tema de coordenadas fixo. Sdo portanto as matrizes E; e E;, que definem os elipsoides
no sistema que acompanha a sua rotacéo, transformadas pelas matrizes de rotacdo Ai(t) e
Aj(t):

Ai = A}r (t)EiAi(t)
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Esta integral pode ser resolvida analiticamente apenas se a regido de integracdo for

todo o espago (como & o caso). Expandindo o argumento da exponencial:

F—T) A —T)+ ([T —T)TAj(F—T)) =

= TTAT— 27 AT+ T AiTi + 7T AJT — 2F] AjT+T] AjT;

Foi usado que 7T AT = ] AiT:

(?TAi?i)T = ?TAi?i

(Ja que FT AjT; & um escalar) Assim:

FTATi = (FTAT) =FTATP =TT AT

(Ja que a matriz Aj & simétrica, pois AT = (AT (1)EjAi(1))T = AT (DET Ai(t) = AT (1)EAi(t) =

Aj, uma vez que E;j & uma matriz diagonal)
O argumento da exponencial pode entdo ser expresso como:

—C (T AT — 21T AT + T AiTi +TT AjT — 2F] AjT+T] AjT)
= —C(FT[(Ai+Aj)T] = 2(FT Ai +T] Aj)T+ (7] AiTi +T] AjT))

Assim, pode-se escrever o potencial de uma forma que se assemelha a uma forma

quadratica para o argumento da exponencial:

Ve, =Vo [ d*Tpi(Pp;(F) = Vopippjy | d¥re CTATH27 10 25)

Sendo

A= Aj+Aj

b= —(AiF; +AjTj)
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C:= ?}rAi?i —l—?-jrAj?j

Este integrando é semelhante a uma gaussiana, deslocada da origem por um vetor b’

E mais conveniente resolvé-la ao passar para um sistema de coordenadas com a mesma
origem, o que é feito através do vetor

.

E necessario entdo completar o argumento da exponencial de forma a obter uma

funcdo gaussiana centrada em r’ = 0. Nesta gaussiana o argumento da exponencial devera
ser

G

v AR = (P4 T AF+ b AF+FTAE +b Ab
"Ar = (P TA[FT+D) =7TAr+b’ AF+7TAb' +b’" Ab/

—)T A= ~ A — A
=1 A =T Ar+2rT Ab/ + b AR
Onde foi usado que a matriz A=A +Aj é simétrica (uma vez que as A sdo simétricas)
—»T Ao — ~ ~A—
e que b’ Ar’ é um escalar, de forma a ter b Ar = 1T A
Assim, vé-se que o vetor que da o deslocamento para a integral do potencial é b’
~1p (onde & usada a notacdio M1

para indicar a matriz inversa da matriz M). Desta
forma,

' AV =T Ar+-2r" 5+ BTA 1B,

onde foi usado que (A~1)T

= (AT)~1, e que A & simétrica, de forma que (A~1)T
AL,

Assim:

FTAr = (FTAF+2F-b+c)+b"A b —

_ TA RT A 5T Ao
=V, —Vop|0pjo/d3?e C(FTAP+2b-T+c) _ —VopioP e C(bTA-! /d3r o—C(F" Ar)
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Que é uma integral em todo o espaco de uma gaussiana tridimensional centrada na
origem. Esta gaussiana tem uma orientacdo qualquer, de forma que para resolver esta
integral & mais conveniente passar para um sistema de coordenadas girado, que esteja ali-
nhado com a gaussiana. Neste sistema, dado pelo vetor posi¢ao r'’ = Rr (com R sendo
uma matriz de rotaggo), a matriz A que define a gaussiana passa a ser uma matriz diago-
nal E, dada por E = RAR! - a rotagdo dada por R & definida de forma a ser uma das que

diagonalizam A.

2T as =T A o 2T A
r' Ar' =r" RAR 1" =:r" Er”

Como R & uma matriz de rotag&o, & uma matriz ortogonal (R~ =RT).

Efetuando esta mudanca de coordenadas na integral, obtém-se entdo:

/ @3e- O AT) / I(R)d3rre~C(7 EF)

Onde J(R) = det|R| & o jacobiano da transformacédo dada por R. Como R é uma matriz

de rotacdo, det|R| = 1.

(A notagdo 1, & usada neste texto para indicar a matriz unitaria de dimensdo m;
Quando for claro pelo contexto, o indice m é omitido).

Assim:

/ 43re-C(F AT _ / 43re-C(r Err) _ / 43re—Clox"+py" +12"*)

_ (/w dX//eCocxuz) (/w dy//eCBy”z) (/w dZ//eC“{Z”Z)

o 00
E=]| 0 B 0
0 v
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Entdo resta apenas calcular o valor de uma integral gaussiana simples:

/w e~ gy =1 |
= |2:/w —O‘dex/w e_o‘yzdy://e_“(xz+y2)dxdy
e—ocr2 *
/ / ~or?rde — 21
6=0./r=0 20 o

T 2 T
I2:—:>/ e ™ dx =4/ —
o Jow o

Desta forma:

N B 33
/ d3re-CTAT2br4c) _ (C(ETA ¢ [C°T

ofy

Usando que det|E| = aBy, e que o determinante de uma matriz ndo muda por rotag#o,
pode-se entdo expressar o potencial de interagdo como:

" C3r3
Ve —=Vnpi.p: eCOTAD—c) | 2T
CI] Oplopjo det’A’

(det|RM| = det|R|det|M| = det|M| = det|E | = det|A|)

O termo (bTA~!b —c) pode ser expresso de uma forma mais conveniente. Substi-

tuindo A, b e ¢ (usando a notag&o A|+AJ = (Ai+A)7Y):

bTA"b—c= (F?—Ai —|—?}—AJ‘)A71(Aiﬁ +AjTj) —f;rAifi —f}-AJ‘?j

1 1 1 1
Ai—ADF P (Aj———Aj Fj+T A AT +TT A A

Ai+A; iy ( TAi+AT AN TER e R R vy el

Esta expressdo pode ser convenientemente simplificada ao expressa-la em termos da

matriz Q; j _A,A+A Aj, pois

=T (Aj———
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Quj= At A= [ L AiA)——2 A.}—
b IAi—i—Aj 1= IAi—|—AJ ! ] Ai+Aj
A 1 . 1
A| 1_ AI i A| A|
o 1 1 1
Ai+Aj Ai+Aj Aj+Aj

1 1 A 1
=Aj | (Ai+A)) ———Aj| =Aj [1——Aj| =Aj—Aj—Aj
Aj+Aj Aj+Aj Aj+Aj Aj+Aj

Assim, obtém-se:

bTA™b—c = (—Qij)Ffi+7] (—Qij)Fj+7] QijFj+7] Qijfi = —[(F] —7])Qij(Fi—Tj)] =

= —(Fi— 7)) Qij(Fi — )

Finalmente, obtém-se entdo uma expressao simplificada para o potencial de interagao

entre os elipsoidesii, j:

n® —C(Fi—7))TQij(F—F;
Ve =Va0i 0is | — — o=C([i-Tj) Qij(Ti—Tj) 2.6

2.3 Desenvolvimento do lagrangeano do sistema

As equacdes de movimento serdo obtidas a partir do formalismo lagrangeano. Assim, é
necessario expressar o lagrangeano do sistema em funcdo de 6N variaveis independentes
(6 graus de liberdade para cada um dos N elipsoides); as equacfes de movimento para a

variavel § vém da equacdo de Euler-Lagrange:
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Neste sistema o lagrangeano L =T —V, com T sendo a energia cinética e V a energia

potencial, ser4 formado por quatro termos:

L=T-V=Tr+Tr—Ve—Vc

Onde os potenciais gravitacional (V) e de contato (Vc) sdo os definidos anteriormente,
Tt € a energia cinética de translagdo e Tg € a energia cinética de rotagao.

Tt e Vg ndo dependem da orientacdo do elipsoide e é trivial expressa-los em termos
do vetor posicdo do centro de cada elipsoide (T;), que sera escolhido como variavel para a

translacdo, e sua derivada temporal (F):

N 1 T N
Tr = ZEMm T =: ZTTu
i=1 i=1
N-1 N N-1 N
GM;M; _
Vo= 2 2 (_|r-—r-|) =2 2 Ve,
i=1 j=i+1 I J i=1 j=i+1

2.3.1 Rotacao

Resta apenas determinar as 3 variaveis independentes para a rotacdo dos elipsoides e ex-
pressar em termos delas e suas derivadas temporais (e de Fj e ) os termos Tg e Vc. Como
a energia cinética de rotacdo de cada elips6ide & independente dos outros e o potencial de

contato atua aos pares estes termos serdo da forma:

N
TR = Z TRi
i=1

N-1 N
Vc = 2 z Vci’j

i=1 j=it1
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E um problema bem conhecido na Mecanica Classica a complexidade inerente ao es-
tudo de rotagdo de corpos rigidos, ndo havendo uma forma simples de se representar e
trabalhar com rotacOes gerais, sem a imposicdo de restricdes que simplifiguem o pro-
blema, como eixo de rotacdo fixo ou auséncia de torques. Esta & a parte mais complexa
do desenvolvimento deste modelo, e a mais custosa computacionalmente ao executar 0s
célculos.

A representacdo mais conhecida para rotacdo & a dos angulos de Euler. A rotacdo é
feita através de 3 rotacdes sucessivas, como indicado na Figura 2.1: a primeira (angulo
0) em torno do eixo z; a segunda (angulo 6) em torno do novo eixo x =: {1, e a terceira

(angulo (y) em torno do novo eixo z =: {3. A rotagdo resultante & expressa por:

' = R = R, ()Rx(B)Ry ()T

cos(y) sin(y) 0 1 0 0 cos(¢p) sin(¢p) O
= | —sin(y) cos(y) O 0 cos(B) sin(0) —sin(¢) cos(¢) 0 [T
0 0 1 0 —sin(B) cos(0) 0 0 1
cos(y) sin(y) 0 cos(d) sin(¢) 0
= | —sin(y) cos(y) O —cos(0)sin(¢) cos(0)cos(¢p) sin(0) | T
0 0 1 sin(@)sin(¢)  —sin(6)cos(¢) cos(0)

cos(y)cos(d) —sin(y)cos(B)sin(d)  cos(y)sin(d) 4 sin(y)cos(B)cos(dp)  sin(y)sin(0)
=1 = —sin(y)cos(¢) — cos(y)cos(0)sin(dp) —sin(y)sin(d) + cos(y)cos(8)cos(¢p) cos(y)sin(0) | T
sin(0)sin(d) —sin(6)cos(¢) cos(0)

A transformacdo inversa pode ser obtida de forma analoga:

I = RF =Ry (—0)Re(—0)R(—y)r’

cos(¢) —sin(¢) O 1 0 0 cos(y) —sin(y) 0O
= | +sin(¢) cos(¢) O 0 cos(B) —sin(0) sin(y) cos(y) O r
0 0 1 0 sin(B) cos(0) 0 0 1
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X5 X,

X
1 X]I X]II X]“I

Figura 2.1: Representacdo da defini¢cdo dos angulos de Euler: O sistema original (x1,X2,X3) é girado em
torno de x3 de um angulo ¢, levando ao sistema (x7,x5,x3). Este é girado de 6 em torno de X, levando
ao sistema (x{,x3,x3). Este é levado ao sistema final (x{’,x3’,x5") por uma rotacdo em torno de x5 de um

angulo .
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cos(¢p) —sin(dp) O cos(y) —sin(y) 0
= sin(¢) cos(¢p) O cos(0)sin(y) cos(6)cos(y) —sin(0) r
1

0 0 sin(8)sin(y) sin(0)cos(y) cos(B)

cos(h)cos(y) —sin(dp)cos(0)sin(y) —cos(d)sin(y) —sin(dp)cos(6)cos(y)  sin(d)sin(0)
=T= sin(¢)cos(y)+cos(d)cos(0)sin(y) —sin(d)sin(y) + cos(d)cos(8)cos(y) —cos(d)sin() r
sin(0)sin(y) sin(8)cos(vy) cos(0)
A definicdo das trés rotacdes pode variar, mas qualquer defini¢cdo dos angulos de Euler
segue 0 mesmo conceito de trés rotagcdes sucessivas.
A velocidade de rotagdo pode ser expressa em termos das derivadas dos angulos de
Euler, uma vez que o vetor velocidade de rotagdo @’ (& expresso no sistema girante) pode

ser obtido através da soma das componentes resultantes de cada rotagdo:

& = 02+ 6L+
= ¢(sin(0)sin(y)X +sin(8)cos(y)y' +cos(8)Z') + 8(cos(y)K —sin(y)y') + yz’

= (sin(6)sin(y)o + cos(y)8)X + (—sin(y) +sin(8)cos(w)0)y' + (W-+cos(0)0)Z'

De forma analoga pode ser obtida velocidade de rotacdo no sistema fixo:

& = 02+ 601 +yl}
= (sin(8)sin(¢)X —sin(0)cos(¢)y + cos(8)2) + B(cos(¢)R +sin(¢)y) + 62
= (sin(8)sin(¢) s+ cos(9)8)% + (sin(0)® — sin(B)cos(9) )y + (¢ -+ cos(B))2
O maior problema associado aos angulos de Euler esta na ocorréncia de indeterminactes
em suas definicOes: se a segunda rotagdo for nula (6 = 0), as outras duas se degeneram,
pois sdo em torno do mesmo eixo (z), e ocorrem em seguida, de forma que ficam inde-
terminados os valores de y e ¢ (apenas a sua soma é definida). Esta indeterminag&o leva

ainda a ocorréncia de singularidades nas equagfes de movimento expressas em fungdo

dos angulos de Euler.
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2.3.2 Quatérnions

Para descrever a rotacdo neste trabalho é usada a algebra de quatérnions. Introduzidos por
Sir W.R. Hamilton em 1866, os quatérnions apresentam menos problemas de indefini¢cGes
e singularidades ao representar as rotacdes. O uso para representacdo de rotacdo por
quatérnions ndo é tao divulgado ou intuitivo como os angulos de Euler, mas tem a vanta-

gem de ser matematicamente conveniente para a Mecanica Analitica.

Representacfes para os quatérnions

Um quatérnion (§ ou q) € um objeto formado por quatro componentes reais independen-

tes. As notagBes mais comuns (varias delas serdo utilizadas neste texto) para seu uso sao:

- Vetorial / matricial:

d1

02 qa
q = e

g3 G4

J4

(Onde @ & um vetor tridimensional, de componentes g1, 0z, g3).

- Par ordenado:

4= (ds,q)

- Forma complexa:

G=041+id-6

Onde G é o vetor formado pelas matrizes de Pauli:



50 CAPITULO 2. INVENTANDO UM ASTEROIDE: DEFINICAO DO MODELO

1 0
03 .=
0 -1

Adicionalmente, para a defini¢do da algebra dos quatérnions é definido o seu produto;
para dois quatérnions genéricos & e b o seu produto, o quatérnion ab é definido a partir da

notacdo complexa:
ab := (as1+ia-6)(bsl+ib-3)
— ay1bs1 +a4lib-6 +ia- byl +id-Gib- G
—agbsl+i(a4b-G+bsd-3) — (a-0)(b-3)
Expandindo (a-o)(b-3):

. - as a; — iag b3 b1 — ib2
(8-6)(b-6) = (a101+a202+a303)(b161+b262+b303) =
a;+ia,  —as bi+iby  —bs

B a3b3 + (al — iaz)(bl + ibz) a3(b1 — ibz) — (al — iaz)b3
(a1 +iaz)bg —ag(by +ibz) (as+iaz)(by —ibz)+-asbs

aiby +axby +azbs + i(albg — agbl) azb; —ajbz + i(a2b3 - agbg)
aibz —asby + i(agbg — agbg) aib1 +asby +azbs + i(agbl — albg)
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—(§XB)2+i _»XB)l d —I(5X6)3
. axb —i(@xb)+(@xb
2B E )3 ) (@xb) q( )1
i(@xb)y+ (@xb)g —(@xb)z

Assim, voltando a definicdo do produto dos quatérnions:

&b = asbsl +i(a4b-G+bsd-6)— (2-bl+i(@xb)-3)
= &b = (asbs —a-b)1+i(asb+hsd@— (@xD))-G

Desta forma, b & um quatérnion formado pelos elementos

ab4:a4b4—§-5
ab = a;b+bsd— (@ x b)

A possibilidade de uso dos quatérnions para representacdo de rotacdo vem do fato de
0s quatérnions e a operac¢ao de multiplicacdo acima definida formarem um grupo SU(2)
(transformacdes da matriz unitaria 2 x 2), que & isomorfo ao grupo O(3) formado pelas
rotactes em 3 dimensdes.

Para estabelecer esta representacdo vamos inicialmente expressar o vetor r' resultante
da rotacdo do vetor ¥ de um angulo 6 em torno do eixo dado pelo vetor unitario i (o

sentido da rotacdo segue a definicdo destrogira usual). A rota¢do pode ser expressa por:
r' = (F-A)A+sin(8) (A x F) +cos(8)(F— (F- A)A)

=Tcos(8) + (A-T)(1—cos(0))A+sin(6)(A xT)

— (2cos? (g) —1)F+ 2sin? (g) (A-T)A+ 2cos (g) sin (g) (AXT)
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O que sugere a definicdo do quatérnion § que sera utilizado para representar esta

rotacdo:

g:=sin (g) A
L 0
Q4 := COS (5)

Que é um quatérnion normalizado (|G|? = |q1|? + |q2|? + |gs|? + |94]? = 1), com sua
componente vetorial na direcdo de fi, e formado apenas por componentes reais (de forma
que |qi]2 = ¢? e |G|> = G°) A normalizagdo impde o vinculo necessario para que haja
apenas 3 variaveis reais independentes.

O que levaa

' = (205 — 1)7+2(q-T)q +204(q x )
O que pode ser obtido a patir do produto de quatérnions; definindo o quatérnion ¥ :=

(0,7), sendo g1= (04, —0) o quatérnion inverso de g, obtém-se:

G PG =a " (—7-9,047 — (Fx )

— (—QaT- G40+ (qa7 — (F x 0),0a(qa7 — (Fx d)) + -G+ (G x (qaF — (Fx d)))
= (0,037 + 2047 x F+F-0d — (4°T — d-70) = (0, (q — &) + 20 - T+ 2047 x T)
= (0, (205 — 1)F+2q - Fq+ 204G x T)

=G =(0,r) =1

qd x (7 x @) = §°F — - 7d, pois para quaisquer vetores &, bec:

ax (B X 6) = gj (B X 6)j8i7j7kék = ai(b|cme|7m,j)ei7j7kék

= aibCmEkel m, j€k,i,j = aibICMEK (81 kOm.i — 81,idm k) = aibkCi€k — aibiCkéy
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= ax(bx¢)=(a-c)b—(a-b)c

O quatérnion §~* = (g4, —q) foi chamado quatérnion inverso de ¢ devido ao seu pro-

duto corresponder ao quatérnion de uma identidade (rotacdo nula: 6 = 0):

GG = (0404 + -7, 0a0 — ad + (0 x ) = (1,0)
Como a rotagdo inversa & dada pelo quatérnion § = (cos (3),sin(($) i) corresponde a
troca de sinal do angulo 6, ou & troca do sinal do vetor A, o quatérnion inverso 1 =
(cos (9),—sin((3) A) corresponde, portanto, & rotagio inversa a de .

(Onde foram usados:

Convencdo de Einstein (somatoério implicito de 1 a 3 nos indices que se repetem): ajb; =
aiby +azbz +azbs;
8ij = 8j.i é a delta de Kronecker (8ij =0, i# j; 8ij = 1, i = j); desta forma, &-b =
aiby +aghy +azbs = aib18i7j = ajbj
€ijk = Ekij=€jki= —€ikj= —€jik = —Ekji € 0 simbolo de Levi-Civita (€123 = 1,
gijk =0 parai=j, oui=k, ou j=k); & definido de forma a ter & x b = ajbje; j kék
- com é sendo o vetor da base (ortonormal) na direcdo k (i, j, k valem 1,2 ou 3).
aibiCmékel m jek.i,j = @il1CmEx (81 kOm,i — d1iOm k), POis a0 somar em i, j,k, I, m para que
€1,m,j€k,i,j NA0 se anule é necessario ter I #m, 1 # j,m# j k#i,k# j,i # ], de forma que
apenas sdo nao nulos os termos com | =k, m =i (0 que torna g m j = & j,j, de forma que
0 seu produto vale 1) e | =i,k =m (0 que torna g m j = —&x ,j, de forma que seu produto

vale -1).

Por outro lado, como o vetor girado r/ pode também ser obtido pela multiplicacdo de
uma matriz de rotacdo R pelo vetor 7, a matriz de rotacdo expressa em funcéo de § pode

ser obtida a0 escrever a expressao para r'(F, G) como o produto de uma matriz por T:

' = (205 — 1) +24(q- ) +204(q x T) = (203 — 1)1r +2G(q"T) + 294(q x F)

Para obter a matriz de rotacdo resta apenas encontrar uma matriz V tal que o seu

produto por um vetor qualquer b expresse 0 seu produto vetorial por um vetor qualquer &
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(Mb = 3 x b).

Usando que

E que

M1 101 + My 2b 4+ Mg 3b3
Mb = My 101 + M2 2b2 4+ M3 3b3
M3 101 + M3 2by 4 M3 3b3

Obtém-se, ao igualar estas duas expresssoes:

0 —-az3 ap 00 O 0 01 0 -1 0
M= az 0 —-a |=a1a| 0 0 -1 [+ 0 00 (|+a3|l 1 0 O
—a; a1 0 01 O -1 00 0 0 O

O que sugere definir

00 O 0 01 0 -1 0
21:=1 00 -1 |X%2:= 0 00 |X2=]1 0 O
01 O -1 00 0 0 O

De forma a ter

= (a1X1 +aX —i—3.323)6 = (& 2)6 = Mb

axDb
]
O vetor 3 := >, | permite entdo obter o produto vetorial & x b a partir do produto
23
ax).

com a matrizM = (&-
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Com o uso deste resultado é possivel obter a matriz de rotacdo a partir dos quatérnions:

' = (202 — 1)F+20(q- ) +204(q x ¥) = (202 — 1)1F+ 260" ¥ + 2047 - 5F

= (292 — 1)1+ 245" + 2049 - )F =RF

=R= (205 - 1)1+2qq" + 2943 %)

@2-3 O 0 9 Gu02 Q103 0  —GaGs Qa2
=2 0 g5—-3 O 2| 1 93 g3 | 2| qugs 0 —quqs
0 0 gs—3 Jsd1 G302 O3 Q492 Qa1 O

@B+ -1 d192—9sGs G103+ 204

=R=2| q102+030s 3+05—3 0203 — 004

0103 — 0204 Q203 +0d104 CI% + Chz; - %
Esta expressao para a matriz de rota¢do, que tem a vantagem de ndo utilizar fungdes
trigonométricas, permite que o potencial da forca de contato seja expresso em fungdo dos

quatérnions, pois a sua dependéncia com a rotagdo esta apenas nas matrizes Ai(t).

Desenvolvimento da energia cinética de rotacao

Para completar o lagrangeano, resta apenas encontrar uma expressao para a energia cinética
de rotacdo em funcdo dos quatérnions e suas derivadas temporais (a energia cinética de
rotacdo independe da translac&o).

A energia cinética de rotacdo para cada corpo pode ser expressa por

1.+ . I
TRizéoaiTli(oizioo{ I/ o

Onde ®; é o vetor velocidade de rotacdo e |I; a matriz de inércia, ambos definidos no
sistema fixo, e @& e I{ sdo as mesmas quantidades, expressas no sistema de coordenadas

intrinseco ao corpo. No sistema intrinseco, os momentos de inércia sdo constantes (pois

0 corpo é rigido), enquanto no sistema fixo 0s momentos de inércia variam conforme o
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corpo gira, pois se referem aos eixos fixos. Por este motivo, a energia cinética de rotacao a
ser utilizada sera expressa em funcdo das variaveis do sistema que acompanha o elipsoide.
Este sistema & escolhido de forma a ter seus eixos alinhados com os eixos de simetria do

elipsoide, para que a matriz de inércia seja diagonal:

m 0 0
li= 0 m2 ©
0 0 ns

De forma que 1 seja 0 momento de inércia em torno do eixo j. Calculando o mo-

mento de inércia em torno do eixo z’:

2 2
y

/2 !
oY A
nsz///pioe (aﬁbﬁcz>(x’2+y’2)dx’dy’dz’

oo [ yraey ) [ [ (Ear
o2 () (o) fo o)) ( o

2
a2

—C
Aintegral [e < >x’2dx’ pode ser resolvida usando que

X -2 X2 ~x2 _~x2 2
a (e CEZX) - ( CXx)e CZxte ‘2= ‘2 (1——Cx2)

Assim:
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_ —a? c2\” n] 1, /[m
_TKXE’ )_;a\fa]—éa c3

O que levaa
T T v T p
—C —CX
N3 = pioC\/g (a\/g/e A% dy'+b\/g/e Zx dx’)
3 3 3/2
b \f a \/_) oi.abe

:>n3 plo ( 2\/— \/— 2C5/2

Como a integral da densidade em todo o espago deve ser a massa do elipsoide, had um

(b*+a®)

vinculo entre pj,, Mj e C. Que pode ser obtido a partir de

/2 /2 2
+b +€2—

x

)dx’dy’dz’

’“’~|

= [ o) gf*’—p'o///

/2 Z
/ M; /
— p|oabC :> p|0 - T i

Assim:

Mi (a® +b?)

n3:€ 5

E imediato ento obter os momentos de inércia dos outros eixos:

_Mi(@+¢c?)
N2 = c 5

~ Mi (b*+¢?)
ni= c 2

Resta entdo encontrar uma expressdo para a velocidade angular & em fungdo dos
quatérnions. O que sera feito usando a relacdo entre a matriz de rotacdo Ai(t) e o vetor

velocidade angular @' x A = th A (para abreviar a notacdo, sera utilizado A no lugar



58  CAPITULO 2. INVENTANDO UM ASTEROIDE: DEFINICAO DO MODELO

de Ai(t)):

/ /
0 -—m3 o)
A= xA=0 ZA=d Z=AA'=| o, 0 -0 |=AAT

/ /
—m, o 0

Ae AT vém da expressdo para A em funcdo dos quatérnions:

@B+ —1% d192—030s G103+ 0204

AZaZ G102 +030s O3+05—3 0203 — 0104
103 — 20 O203+C10s GB+2—1

20101 + 20404 102 +d1G2 — d3Ga —d3Ga G103 +d10s + d204 + 020a
=2 G102 + 9102 + G304 + G304 20202 + 20404 0203 + 0203 — 4104 — d1Ga
0103 + 0103 — 0204 — G204 G203 + 0203 + G104 + J1Gs 20303 + 20404
Q% + Chz; - % 0192 — 0304 Q103+ 0204 ! CI% + Chz; - % 0102 +0304 0103 — 0204
AT=2| quap+0sts 03+03—5 GoUz—0uds | =2| Qu2—GsGs GB+03-3 G203+ 0104
0103 — 0204 GoO3+010a G3+03—3 G103 +0204 QoG —Q1da O3+05—3

Os elementos deste produto sdo

AAT . . . o . . .
—% = 2(qaG1 + GaGa) (92 + 02 — 3) + (G102 + G202 — G30a — Galia)(A102 — Gada) + (G203 + drds +

(1_'234 +0204) (0103 + A204)
—#2 = 2(01G1 + GaGa) (A102 + A304) + (G102 -+ A1G2 — G30a — Gstia) (03 + 02 — ) + (G103 + A1 + G204 +

G204) (G203 — d104)

AAT 4 . . . . . . . . .

—= = 2(d10G1 + G4G4)(d103 — G204) + (G102 + d1G2 — G394 — 9304) (0203 + 104) + (G103 + 9103 + G204 +
G2bia) (a3 + 03— 3)

AAT

—#% = (0102 + Q102 + G30a + Gatia) (02 + 92 — 3) + 2(0202 + Gatia) (A102 — G30a) + (G203 + G203 — Ga0ls —
01G4) (0103 + 9204)

AAT

~2% = (G102 + G102 +Gs0la +Gatia) (G102 +G30a) + 2(02tlz + Gatia) (0 + 0F — 3) + (G203 + G203 — Gadla —
q104) (0203 — 104)

AAT

—2 = (4192 + 9162 + G304 + 930a) (0103 — 0204) + 2(0202 + dada) (0203 + 0104) + (G203 + 203 — G104 —
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Q_1CT14)(0I§ +05-3)
= (0103 + G103 — G204 — 0204) (02 + 03 — 3) + (G203 + G203 + G104 + 10a) (G202 — G30a) + 2(0sli3 +
q_43'4)(0|1t13 +G204)
= (G103 + 9103 — G204 — G20a) (G102 + Gda) + (G203 + 0203 + G10a + A16a) (03 + 02 — §) -+ 2(d3ds +
Ga0ia) (G203 — d104)
s _ (103 + 4103 — G204 — 9204) (4193 — 9204) + (0203 + G203 + G104 + d104) (G203 + d104) + 2(q30i3 +
Qadia) (03 + 05— 3)

Rearrumando os termos de cada elemento e usando que (q% + q% + q% +q§) =1e
(q101 + 0202 + 93G3 + gaga) = 0, chega-se a

AAT . .
L — Gy (qr (—1+20% + 202 + 03 + 03) — 020304 + 020304) + G2(02(A2 + 6F) — 910304 + G103G4) +

af+a4
Ga(ga(a3 +02) — 0|1qzq4+0|1q;q4‘)1 +Ga(0a (—14 297 + 205 + 05 + 05) —010203 + G10203)
a3 +a3
= $q1 +03) (0101 + G202 + 033 + Gadis) =
AA—l = 01(01(20102 + 20304 — 03Ga) + 02 (5 + 05 — 1/2+03)) + d2(d2(q102 +G30a) +01(a3 — 1/2—03)) +
1/2—q?
G3(03(0102) +da (1/2 — 03 — 05 — 03)) + Ga(04(20102 + 2G04 — Gs0la — G202) +A3(—03 +1/2+3)

~1/2+03
= (0202 + d304) (0201 + G202 + G303 + Gadia) + 2 (6102 — G202 — G3ds + Gatis) =
:
= G1(91(20203 — 20204 +02014) + 03 (95 + 95 — 1/2+05)) + G2(d2(da3) + da (A5 + 05 — 1/2+0F)) +

l _
1/27q§ 1/2— qz
Gs(q (—qzq4+qlq3)+q1(qi—1/2—q§))+q4(q4(2q1q:s—Zqu4—Q1Q3+qu4)+Qz( -1/2-q3)

(0203 — 0204) (4101 + G202 + G303 + Gatia) + 3 (G103 + G204 — G103 — G20s) =

T

;n

;n

—2 = 1 (01 (0202 — 030a) +02(0% — 1/2—Q4))+QZ(QZ(2Q10I2—2Q3Q4+Q3Q4)+q1 (qi +05—1/2+03))+
1/2-63
G3(93(01G2) +Ga (0% + G5 — 1/2+ 03)) + Ga(0a (G304 + 20102 — 20304 — Gad2) +da(af — 1/2 — q3))
1/2-03
= $Q1Q2 — 0394) (G101 + 0202 + 030 + Qalia) + 5 (— G102 + G102 + G102 + G3Ga — G3Ca) = 2
A’ff = G1(q1(93 +03) + 020304 — 020304) +Ga(q2 (9F + 205 + 205 — 1+ 03) +010304 — q1q3q4) +03(qa (a3 +
qz+Q4
03) + 010204 — G1020a) + Ga(Ga (03 + 205 + 20 — 1+ 05) +010203 — G202013)

g3+a3

(93 +03) (9101 + 0202 + Gl + Gala) =
Al .
22 = G1(q1(0203) +da (—a3 — G5 +1/2 — 63)) + G2 (G2(— 010 + 20203 +20104) + 03 (a5 + 05 — 1/2+q3)) +

~1/2+¢} 1/2-q3
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G3(03(0104 + G203) + G2(03 — 1/2 — 03)) + da(da(—0203 + 20203 + 20104 — 010a) + G2(a3 — 05+ 1/2))
= (0104 + G203) (0101 + G202 + G303 -+ Ualia) + 3 (—G10a + G203 — G203 + G1a) = —*
5 = G1(01 (0103 +G20a) +03(0% — 1/2—03)) +02(02(0103) +Ga (—a — 95 +1/2 — 5)) +a(qGa(—GaGa+
—1/2+0}
20103 +2G204) + 01 (0F + 0% — 1/2+ 03)) + da(0a(— G204 — G103 + 20103 + 2020a) + G2(— 02 +1/2+ 0F)
1/2-03
= (0103 + G204) (0101 + G202 + G303 -+ Gatia) + 3 (—G1Gs — G204 + GaGi3 + G20a) = —2

{ |

:
T3 = Gi1(91(0203) + G4 (95 + 03 + 03 — 1/2)) +G2(02(— 0104 +2G3) +d3(—03 +03 — 1/2)) +d3(ds(drGa +
1/2—(3]1
20203 — 20104) + A2 (9% + 03 + 93 — 1/2)) + Ga(Ga(—020s -+ A10a + 20203 — 2q104) +q1(—03 + 03 — 1/2))
1/2—03

= (0203 — G104) (G101 + G202 + A30s + Galia) + 2 (G104 — G203 + U2lis — aGia) = F*
:
_3

22 =da(a1(qd+a3) - Q2Q3Q44-Q2Q3Q4)*-QZ(Qz(Q44-Q3)—-Q1QSQ44-Q1Q3Q4)4-QS(Q3(Q§4-qg4-ZQ§4-ZQ§-1)-Q1Q2Q4-%

a3+03
010204) + Ga(04 (03 + 92 + 293 + 29 — 1) —q10203 + 910203)
a3+03
= (93 + %) (9101 + G202 + 9303 + dags) =0

De onde obtém-se a velocidade angular @’ em fungéo dos quatérnions:

G104 — Q104 + 9203 — G203
@ =2 G193 — 0103 + G204 — GaGa
102 — 0102 + G304 — G304

Definindo o quatérnion o = (0, m’) ele pode ser expresso como funcgédo de q e g se-

paradamente, ao definir a matriz 4x4 W :

a1 W1 101 + Wi 202 + Wi 363 + W1 4G4

o i W16t +Ws 202 + W 303 + W 40
_ow C!z _oWG=2 2,1q-1 2,2C!2 2,3q-3 2,4C!4
0 03 W3 101 +W3 202 +W3 303 + W3 404

Ga Wa. 101 +Wa 202 +Wa 303 +Wa 4G4
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G4 —Q3 Q2 —O1

3 G4 -0 —Qo
—02 01 04 Qs

0 0 0 0

Esta & uma das ecolhas possiveis para W, e & a que sera usada neste trabalho. Mas é

=W =

também comum que W seja definido como

G4 —03 Q2 -1

03 G4 01 —Q2
—02 01 Q4 —Qs

b 02 043 Q4

Com este resultado € possivel expressar a energia cinética de rotacdo em funcdo dos

quatérnions e suas derivadas temporais:

1-7, - . li 0 :
Tg, = Ea)’TIioo’ —2qTwT [ W
Assim, o lagrangeano do sistema sera representado por:
N 2
- . 1 -T: T/ T II 0 .
L(?7r7q7q) = _'\/lir ?‘f’zq W - Wq -
i:zl 2 6" o
N-1 N 3 M.
. = ) Q-1 _ g MiMj
- VopPisPiot | =o€ ORI — G
i:zi j—zi}—l < 0 JO\/C3det|Ai+AJ—| Ti —Tij|

Para obter as equag8es de movimento a partir deste lagrangeano, & necessario que ele
seja funcdo apenas das 6N variaveis independentes escolhidas para o sistema. Por de-
pender de T, T, q e q, este lagrangeano é funcdo de 8N variaveis, com 2N vinculos. E
necessario entdo utilizar estes 2N vinculos para eliminar 2N variaveis. O que pode ser

feito eliminando q4 € qg, a partir da normalizag¢do dos quatérnions:
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(G +oB+3+05) =1=ds=1/1-¢2—§—

quG1 -+ 9202 + 9303 + Gada = G- G + Gatls = 0 = s = _%
s (presente apenas em Tr) pode ser facilmente isolado e eliminado. Para isso, a ener-

gia cinética de rotacdo
li O
T =2¢"WT | W
0T 0

pode ser expressa de forma mais conveniente ao definir a matriz 3x3 W

s —03 02 —Oa

ds —O3 Q2
W 03 Q4 Jr —02 (

g3 Qg4 —a
—02 QJ1 Qg4 —03

0 0 0 0 —02 01 G4

li 0 W —q \ .
0" o o' o |

_ WT 0 W =19 \ .
=247

q (fﬂ 0)(6T 0 )q

_ WT LW —WTqu ) ) WT LW —WTqu’ Cf
:21' —9 T .

i (qﬁiw q"id )q (q q4)( arw - gTig )(q}l)

. WTHWd—WThqq
:2<GT q4>< 4)

q" WG+ a7 lida
— 20" WT WG — 20ad" W 1ig — 26407 WG+ 264207 g

o =
° 4
N——————

y

<,

I

Assim, Tg, se torna
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De onde g4 pode ser eliminado, usando que g4 = —%f':

=20 WT WG+ 2§ W, q(q;q) +2ﬂéﬂ W+ 24" g (qq q) (q;q)

— 2 Wi+ W ol (T ) o[
04 G4 Qs

O que permite dar uma forma mais conveniente ao lagrangeano, definindo a matriz

simétrica 3x3 T, que é funcdo apenas de g

Ti=4 [VY/TIMI £ W " + a1+ (iqu'iq) qu}
d4 04 Oz
o 1 .-
Ri — EqTq

2.4 Desenvolvimento das equag¢des de movimento

A eliminacdo da dependéncia de g4 seréa feita implicitamente, nas derivadas do lagrange-
ano. Para uma funcdo F(qs,02,93,04), 0 Vinculo existente entre as suas variaveis permite

que uma delas (no caso, a escolhida foi q4) seja eliminada de suas derivadas parciais:

dF _ JdF 4+ 9F dF dg4

dgi  9gi ' 90 9q;
Para i = 1,2,3, sendo entdo as variaveis q1, gz, g3 independentes. O mesmo se aplica
para funcbes que dependam também de outras variaveis que sejam independentes de

d1,02,03,04. A derivada aq4 pode ser obtida do vinculo

Qo= /1 G2~ 03—

1 .
(20 = !

Ji-G - G

Jgs 1
T 2

o]
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Assim

dF oF oF q;

dgi  0gi 00404

Desta forma, as equagfes de movimento podem entdo ser obtidas ao aplicar a equagédo

133

de Euler-Lagrange

ao lagrangeano

=2

rrqqzz( T MiT - Cqu’)

N—-1 N 3 AV E

. = —C(m—) Q-1 _ g MiMj
- VopisPiot | =a————€ Q=T _ g 10
2,—%( '° ‘°\/c3det|Ai+Aj| 7i 7

Para evitar de trabalhar com equacdes de segunda ordem, cada uma destas equactes

sera transformada em um sistema de equacdes diferenciais de primeira ordem acopladas

O que sera feito ao trabalhar com os momentos conjugados as variaveis, definidos por

~dL

Pe == i
= pr = MF
=p:=T4g

De forma a ter

JL
Pe == i
dpe oL

dat - g
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Para ndo sobrecarregar a notagdo, sera usado p no lugar de gy, como deveria ser feito
a0 seguir a notacdo acima.

Desta forma, as equagfes de movimento para as variaveis T; e {; formam o sistema

dt M &1
dﬁri V.| —
dt Vil = _Vl’iVG - Vrch (2.8)
d
Tt g (29)
dpi _ o ( aTRq) ( 8ch1)
= Vgl = (Vg T VgVe — == — 2.10
g = Vo 4R~ 50, s WV~ S0e (2.10)
(2.11)

Da forma com foi feita a eliminacdo da quarta variavel, escolhendo arbitrariamente
a variavel g4, ha a possiblidade de indeterminacGes nas definicdes de ¢4 € ds quando
g4 = 0, e que pode ocasionar problemas mesmo com g4 # 0, se |gs| << 1, devido aos
erros numeéricos nos calculos. Nos primeiros testes dos programa este problema se mos-
trou importante, o que levou a uma alteracdo no algoritimo utilizado. Para contornar
0 problema, a variavel a ser eliminada passou a ser escolhida (em cada passo) como
a de maior modulo, de forma a garantir que a variavel eliminada nunca seja nula (como
q% +q§+q§ +q§ = 1, no maximo 3 variaveis sdo nulas simultaneamente). O procedimento
de eliminacdo das outras variaveis foi feito de forma inteiramente analoga, aproveitando
0 procedimento aqui descrito para g4. Para a eliminacdo da variavel g; nas derivadas do

lagrangeano, usamos entéo
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Assim

d_F B oF JF q;j
dgj dq; ddi Qi
Para a eliminacdo de ¢; na energia cinética de rotacdo, o procedimento é totalmente

analogo ao utilizado anteriormente para q4. Partindo de

i 0
T =2¢"WT [ wWq
0" 0

4 —03 Q2 —Q1

N s Q03 Q2
3 44 —01 —q W —d R
W= = ( ) W= g @ -u

Onde

N

—G2 01 Qs —03 0" o

0 0 0 0 —02 01 G4

Ao fazer uma permutacdo ciclica de g4 e da Gltima coluna de W esta equagdo nao se

altera:

.
s —03 Q02 -1 s —03 Qg2 —(1
L 03 04 —01 —Q2 li O 0z d4a —01 —0Q2
TRi=2<q1 Gz O q4) -
—02 01 04 —03 0" 0 —02 01 Os —03
0 0 0 0 0 0 0 0
T
—01 g4 —03 Q2 —01 g4 —03 Q2

S —O2 03 Q4 —01 li O —O2 03 Q4 —01
:2<Q4 di Q2 0|3)

—03 —02 J1 Q4
0 0 0 0 0 0 0 0

G4
a1
d2
ds

d1
A2
ds
Ga
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Onde foram definidos

67

Q4
v | ® (t%)
g2 g3
a3
O, := 03
—Oq1 G4 —0O3
Vai=| —q2 a3 Ga
—O03 —02 01
—02
X3 = 01
—04
—0q1 04 —03 Q2
v | T % W . (\73 fs)
—O3 —O2 01 G4 o' o
0 0 0 0

Ao continuar este desenvolvimento da mesma maneira que realizado anteriormente

para eliminar g4, pode-se

eliminar ¢3. Para eliminar uma i-ésima componente qualquer o

procedimento sera 0 mesmo, bastando para isso utilizar V;, g; e i como definidos abaixo:

Realizando mais uma

permutacdo ciclica obtém-se de forma totalmente analoga:
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G2 —01 Q4
Vai=| —q1 G2 @3
G4 —03 —Q2
a3
X2=| —ag
—01
G2 01 QG4 Q3
Vo | T8 TR G O (\72 fz)
G4 —O3 —G2 Q1 ar o

0 0 0 0

O que permite eliminar 2. Com mais uma permutagao ciclica, para eliminar qs:

g2
ai=| * (d;l)
Q4 q2
01
gy, ‘=01
—O3 Q2 —O1
Vit= | g —o -
o 044 Qs
—04
x=| —as
g2
—O3 02 —01 Q4
vy = G4 —01 —Q2 Q3 _ (\71 fl)
Gt G —G3 —02 ar o

O que permite eliminar 1. Para unificar a notacdo com o ja desenvolvido para elimi-



2.4. DESENVOLVIMENTO DAS EQUACOES DE MOVIMENTO

nar g basta fazer mais uma permutagao ciclica, e notar que:

4z =1
g =1
Oy, =04
V=W
Xa:=—(Q
Vy =W

S = s
T — 2 o T j 0 i O Vi —Xj ’
Ri = qJ ST 2T 2T qj
-xj O 0" 0 0 0
_s T \7jT 0 |i\7j —1% g
= <0j T - gj
-xj O 0 0

YANRY; NP A TG AT o
T Vi Vi =Vjli Vi Vi =V i

R Xj :2< q;,/_T qj )
L Wi %K ’
TGS G o
( =T d ) Vi livjdj -V lixjdj
i o AT LT o
L' Widf+ 7 liidj
—2;’T\7-TI-\7-;’ 2'-;’T\7-TI-*- 267 T IV + 26 27T 17
=c2qj Vj LVjd; —2qjq; Vi hixj—4qix; lividj+24;°x lixj

WK

i
qj-dj.

De onde q; pode ser eliminado, usando que qj = — G

N N T
/T/

. T . . T _-> _} .
TR :2q’j Vi Iiqu’j+2q’j Vi i qu L]1+2 qu JXjTliqu/j—f-ZXjThXj (

T

S TG L 1T e ot 15T 1T \ oot |:
=20; Vi WVj+ Vi lixid + g aiX; liVj+(q—ngJ' lin) qjdj }d

Definindo a matriz simétrica 3x3 Tj, que é fung&o apenas de g

69

qj
dj

T
/ /

95 9j
aj
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s ARy AT 52T T\ gt
Ti =4 |Vj liv,-+qijv,- lii ] +qijq’jx,- |iVj—|-(q—1%Xj |in) qd] }

O que completa o procedimento de eliminacdo da j-ésima componente.
Resta apenas calcular as derivadas presentes nas equacgdes para 0S momentos.

2.4.1 Desenvolvimento das derivadas do lagrangeano

As derivadas do potencial em relagéo a 1 sdo

N-1 N M:M:
VriVG—Vr, 2 2 (—G f‘l ?J')
i=1 j=i+1 ITi — J|
N 1
= —GM; Z M F_T 3(?1 rj)
j=1,j#i Ti —Tj|

6“\/0 - ﬁri Nz:l i VopigP jo \/3n—39c(ri?j)TQi_j(?irj)
i=1 j=it+1 C3det|Aj +Aj|

N TC3 Ct—-1)TO: i (Fi—Ti) &

__ oo et QAT (F e T O (7 T
J:lzj#i Cvoplopjo\/cgdetlAiJrAj\e Vo (= 15)7 Qui(f 1)
== % [CVOPi Pj \/ 7t—3ecmf"')TQ”mf"')(ZQij(f‘i—?j))]

- orFJo 3 3 s
N
=-2 ) CVg;(Qij(fi—T)
=L

(Foi usado que Vi, ((Fi — )T Qi j(Fi — 7)) = Qi j(Fi— 7)) + (Fi —71)TQi j = 2Qi j(Fi —
i)

As derivadas do potencial em relagdo a q séo

ﬁquC - 6qi Nzl i VopioPjo \/3n—36_c(ri_?j)TQi,j(?i—?j)
i=1 j=it+1 C3det|Aj +Aj|
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N e o [e—C(T’i—?j)TQ”(F}—?j)
Gi

= S Vopipio/ =V
N
1]

j=Lj#i
T~ T e
- 2 _VOpiopjo @e C(ri—rj)" Qi,j(Ti—Tj)
i=

= 1 C =  oNTA. e
VQi( det|Ai+Aj|>_\/W—|—Aj|ti(m rJ) Ql-,](rl rJ))]

/ AT 1 PN P PG
det|A|+AJ|VQi<\/W+AJ_‘> C(?l r‘J) VQin-,J(rl rJ)]
N 1o .
- 2 VCi_j [——ti (det|Ai+Aj|)—C(?i—fj)TtiQi7j(?i—?j)}

=T 2
Foi usado que para uma matriz inversivel M(a) qualquer

i

N

- Z Vei

j=1j#

~ oM M-t
MMt =12 My-1, y?
oa oa
oM~1 OM
=-M 1M~
da oa

E necessario calcular a derivada do determinante de uma matriz. Para uma matriz

=0

qualquer M(a)

d(det|M(a)|) lim det|M(a+oda)| —det|M(a)|
da a0 da

. det ]M(a) +d“g—§f‘>5a) — det|M(a)|

8a—0 da
det ]M(a) (1+M<a>—1d“g;a> 6a) ] — det|M(a)|
= lim
da—0 da
det|M(a)|det ]i+ M(a)—ld“g;a>6a] — det|M(a)|
— i
Se:TO da

Usando que det|1+eM| = 1+€Tr|M|+O(e?)

ddetM@)) . detiM(@) <1+8qTr)M(a)*1d'\géa) ) - det/M(a)|

da  5a=0 oq
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_,dM(a)
() =

=det|M(a)|Tr|M

Assim

A 1 1 -
Voo = 2, Ve [_iTr(AmL VoA ) C(?i—?j)TtiQi,j(?i—?j)}

Onde é usada a notacdo
dQi
i,
v O . — | 9Qij
VaQii= | o

dQi
g

Pela defini¢do de Q; ;

> 1
VaQij = Vg (A. —Aj )

Ai+A;
= 1 1 - 1
:V.AiA-— i——— Vg (A) ———Aj

N 1 = 1 1 1 - 1
= 1—Aj Vi Ai Aij= | (Aj+ Aj — A;j Vi Ai Aj
( IAi+Aj) a IAH—AJ' J (( I J>Ai—|-Aj IAi—i—Aj) a IAi—|—Aj ]
1 - 1
=Aj— _tiAi : :
Ai+Aj Ai+Aj
De forma totalmente analoga

dQi j d ( 1 )
J_ Ai A
aq4i aQ4i I Ai+ AJ J

B A 1 A 1 oA 1 _
904 Ai +Aj : IAi+Aj 04 Aj+Aj :

Aj
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1
IAi—|—AJ‘

0A; 1
aq4i A+ A]

:(i— )

A= (i ay

1

1

A

Ai—|—AJ‘ B
1

= Aj A
YAi+Ajoqs Ai+Aj !

E pela definicéo de A;,

Vg Ai = Vo (ATEA) = (ﬁqi (ATEA+ATEV, (A))

A
aql4
As derivadas de A sdo

oA

g,

oA

oM,

oA

90lis

oA

1t

=2

' _9

dJqi,

oAT
aql4

201
gz
g3

0
01
—04

0

Ja
J1

204
g3
—02

EA+AT

gz
0

Ja

J1

0A
E—
aql4

03
—04
0

Q4

202 03

g3
—04
0
gz

—03
204
J1

0

d1
02
203

gz
-1
204

)

Resta apenas calcular as derivadas de Tg em relagdo a q

— — N 1 - 1T_' Ea
VOIiTR :VQi <2§ ) = §q VQiTq

9d4; Ai + Aj
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8TR 1-71 8‘I°

ain 2 aQi4
As derivadas de T sdo
VoT = Vg (4 {WT LW + 1wt Liga" + ic‘fqﬁiw + (iqT |iq) qﬂ )

i i d4 d4 a5
SHR Vo (W) T W +WT 1V, (W) + Vg, (q—t) (WTigg" +ag" W) +
& (VW) + W1V (A7) + Ve (A0 )W + G075 () ) + V(070 (&) +

= 2 2
@ )V (&) ad" + (@ i) (&) Vg (@)

E de forma analoga

10T _ oW\ L\ TEW . 0 (1) (VT 1aqT T [\ 1 (WT y =aT T oW
Z_—WIIW‘HN I'H+W<q_4) (WT'rgd" +qq ||W)+q—4<mlqu +0d I'a_q4)+

dJq
@) (&) of"

Da defini¢do de W

) 00 0
aﬂ = 00 1
dJ0i, B
01 O
) 0 01
aﬂ = 0 0O
aqi,
-1 00
) 0 -1 0
aﬂ = 1 0 O
aqi,
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R 100
W =1010
4,
0 01
As derivadas restantes sao
1 1
Va(@a)=| 1 [d"+a(111)=2|1 |d

1 1

Ve, (@ i) = 214
_i(i)__i
s \ds) Q2
2
i(i) ~ ot
d04 \ 04 q;
o 1 q’
()4
4 q4

. /1\% 2g
() -2
Qa 4

Ao eliminar a componente j-ésima, as Unicas derivadas cuja mudanca ndo é trivial

(correpondente apenas a substituicdo direta das variaveis correspondentes) sdo:

N1-T.2 12To 2
1=

ol 1:70Tj -

o, 2" oq;,

As derivadas de T

Vq/jiTj - Vq/ji (4

VS T T U & I e
Vit Vi VNG i 'iVj+<q—2xJ' 'i%j) qjd] D
j j i



76 CAPITULO 2. INVENTANDO UM ASTEROIDE: DEFINICAO DO MODELO

Vg TR
q.| 7 7 ~T, & ~ —d 1 ~AT. -T = LT \3
JT th (Vj)TliVj+V;j Idi/ji (Vj) —}-Vq/ji (CI_J) (Vj Iiqu’j +q’jxj |iVj) +

L (Vg Vi1, Vi 1V (06 )+ Vg @I + a6 (V) +
2_,_, 2 - =T
V (XJ |IX1)< ) qu XJT||XJ <qi) /J T||XJ)< ) Vq] (q] qJ )

E de forma anéaloga

10Th _ V) (7 TV, o (1 2T oV
49q; — aq; liVj+Vj Ila_(]j+a_(]l<q_> (VJ ||quj +q XJ |VJ> (aq ||XJqJ +q XJ |aq;)+
T

Estdo entdo obtidas todas as equactes de movimento. Sdo 12N equacdes diferenciais

de primeira ordem, que serdo integradas numericamente.



Capitulo 3

Fazendo o Asteroide: Implementacao

Computacional do Modelo

Apbs obtidas as equagBes diferenciais resultantes do modelo, & necessario desenvolver
0 codigo para a sua integracdo numérica no tempo. Este codigo foi desenvolvido uti-
lizando a linguagem FORTRAN padrdo 90. O padréo 90 foi o escolhido basicamente
pela implementag&o do recurso de alocagdo dindmica de matrizes, que foi considerada

extremamente Gtil para este codigo.

No desenvolvimento do codigo é necessario escolher o nivel de linguagem a ser uti-
lizado para a programacao. Linguagens de alto nivel (linguagens mais proximas do nivel
do usuario) tém a vantagem de simplificar e agilizar o desenvolvimento; mas como é ne-
cessario que elas sejam transcritas para uma linguagem de baixo nivel ("linguagem de
maquina”) para sua execugdo pelo computador, programas desenvolvidos em alto nivel
sd@o menos eficientes, ja que esta tradugdo (a compilagdo) consome tempo e o seu resul-
tado ndo &, em geral, um codigo de baixo nivel eficiente. De uma forma geral, quanto
mais otimizado e quanto mais baixo o nivel da linguagem utilizado no desenvolvimento
do software, mais eficiente ele vai ser quando executado, mas mais dificil vai ser o seu
desenvolvimento. O codigo foi desenvolvido em relativamente alto nivel, o que com-

promete a sua rapidez mas aumenta a sua portabilidade, uma vez que ndo usa recursos

7
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elaborados dependentes de arquiteturas especificas. A versdo mais atual compreende um
Unico arquivo de codigo fonte, que foi desenvolvido especificamente para esta aplicagao,
sem o uso de rotinas adaptadas ou rotinas externas pré-programadas de terceiros, sendo
portanto auto suficiente. Apesar de ter sido desenvolvido e testado apenas em ambiente
DOS/Windows, por ser auto suficiente e utilizar apenas procedimentos padrdo e ndo es-
pecificos para determinadas arquiteturas, deve ser facilmente compilavel em outros ambi-

entes.

Pode-se argumentar que o codigo poderia ser sensivelmente mais rapido se otimi-
zado para sistemas especificos e desenvolvido em baixo nivel. De fato, pela natureza
das integracdes a serem realizadas, envolvendo longas seqtiéncias de calculos simples,
a melhora a principio seria significativa. A escolha que foi feita de linguagem de alto
nivel e algoritimos ndo otimizados se deve ao fato de esta ser a primeira implementacao
deste modelo, havendo mais interesse em verificar o seu funcionamento do que em ter um
codigo eficiente. Com este objetivo, & mais adequado o desenvolvimento do cédigo em
alto nivel e de uma forma conceitualmente mais direta. OtimizacBes e implementacdes
diferentes da aqui desenvolvida foram deixadas como uma etapa futura do trabalho, a ser
desenvolvida caso ao aplicar o modelo ao estudo de asterbides haja a necessidade e o

interesse em uma otimizacdo do cédigo.

O programa atualmente consiste de um (nico arquivo executavel, que tem como de-
pendéncias externas apenas os arquivos de dados de entrada e saida e um arquivo de
parametros que é usado para especificar o funcionamento do programa. A sua execucdo é
feita diretamente pelo arquivo executavel, chamado sem a passagem de qualquer parametro
pela linha de comando (o software é baseado em linha de comando, sem qualquer tipo de
informacdo gréafica sendo exibida). O programa ao ser executado inicialmente I& o arquivo
de pard@metros para determinar como ele deve executar o codigo, e ao realizar a integracao
exibe na tela informacdes sobre 0 andamento da integracdo (algumas delas também se-
lecionaveis pelo arquivo de parametros). Estas informacdes sdo destinadas apenas para
informar o usuario do correto andamento da integracdo, ja que todos os dados de saida

vao para arquivos de texto.
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Para ilustrar melhor o funcionamento do algoritimo, abaixo esta listado um exemplo

de arquivo de pardmetros para o programa principal:

Interacting Ellipsoids
Core 15 Parameter File
MKS UNITS ONLY!

Input file (A32)

rotl.ini

Output file (A32)

rotl.var

Constants output file (A32)
rotl.con

Step size (E23.15E3) X
.1000000000000000E-001
Number Of iteractions to perform (18)
00020000

Number Of steps for each record (18)
00000050

Debug mode (1/0)

0

Integration mode (1/2/3)

1

Integration order (1/2/4)

2

Variable selection (0/1)

1

File format (4 0/1)

0000
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Os arquivos de entrada e saida compartilham o mesmo formato, e um arquivo de
saida pode ser utilizado diretamente como arquivo de entrada. Um exemplo de arquivo
de entrada/saida esta listado abaixo (as colunas que excedem a largura da pagina foram

removidas):

Interacting Ellipsoids Data File

MKS UNITS ONLY!

Number of steps recorded at this file (18)

1

Number of interacting ellipsoids in this set (18)

2

Ellipsoids masses, semi-major axis and density constants (5E22.15)

.314159265359000E+14 .100000000000000E+05 .150000000000000E+05 .100000000000000E+05
.314159265359000E+14 .100000000000000E+05 .150000000000000E+05 .100000000000000E+05
Ellipsoids position, speed, quarternion and quarternion derivative vectors (12E21.5)
-.200000000000000E+05 .750000000000000E+04 .000000000000000E+00 .500000000000000E+03
+.200000000000000E+05 -.750000000000000E+04 .000000000000000E+00 -.500000000000000E+03

Como indicado no arquivo, este contém os dados de um sistema de dois elipsoides,
com apenas um passo (um ponto no espaco de fase) gravado para este sistema. A por¢ao
inicial contém os dados do conjunto de elipsbides, que sdo constantes no tempo; estes
ocupam uma linha para cada elipsoide e cada coluna contém, na ordem em que estdo
apresentados: massa (M), semi-eixos principais (a,b,c), densidade no centro (pg) e a
constante do potencial de contato (Vo). Na secdo seguinte estdo listadas as variaveis de
cada elipsbide. Cada linha corresponde a um elipso6ide, contendo as 12 variaveis que de-

terminam sua posicéo e velocidade de rotacdo e translacdo: a posicédo do centro (x,y,z), a
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velocidade de translacdo do centro (X,Y,2), as trés primeiras componentes dos quatérnions
(91,092,03) e suas derivadas (g1,02,q3). Cada elipsbide tem seus dados listados em uma
linha, e ao final delas, dependendo de como esta configurada a entrada e saida de dados
(pelo arquivo de parametros), ao final de cada passo gravado € listada uma linha con-
tendo os valores totais de: energia mecénica, energia cinética, energia potencial, energia
cinética de translacdo, energia cinética de rotacdo, energia potencial gravitacional, ener-
gia potencial de contato, as trés componentes do momento linear e as trés componentes
do momento angular. Esta pode também ser gravada em um arquivo separado (0 arquivo
de saida das constantes), de forma a facilitar o seu uso posterior. Pode ainda haver uma li-
nha em branco antes da listagem das variaveis do proximo passo registrado no arquivo. A
possibilidade de uso de um arquivo de saida diretamente como arquivo de entrada destina-
se a continuacdo de uma integracdo comegada anteriormente; neste caso o programa Ié
os dados do Ultimo passo como condic@es iniciais e registra 0s passos seguintes apos o
altimo registro do arquivo, continuando-o e resultando em um arquivo indistinguivel de

um arquivo com o mesmo nimero de passos gerado de uma Unica vez.

A formatacdo a ser usada em todos os dados dos arquivos de parametros e de en-
trada/saida esta indicada nos titulos, segundo a notacdo do FORTRAN: A32 para texto
com 32 caracteres, 18 para nimero inteiro com 8 digitos, nE22.15 para nimeros reais em
notacdo de ponto flutuante normalizado sendo n colunas com 22 digitos de largura, dos
quais 15 sdo para a mantissa e o restante para os sinais do nimero e do expoente, o .
(ponto) e o expoente (3 digitos).

A seqguir, o arquivo de parametros contém o tamanho do passo no tempo, o nimero de
passos a ser calculado e a amostragem a ser utilizada (o nimero de passos ap6s o qual 0s
dados de saida serdo gravados). Os Gltimos pardmetros se referem ao modo de operagdo
do programa: debug seleciona um modo de operacdo em que informacdes complementa-
res sobre a execucdo do programa sdo listadas na tela (que tornam a execu¢@o muito mais
lenta), cuja utilidade se restringe essencialmente ao desenvolvimento do cédigo; o modo
de integragdo seleciona que conjunto de variaveis é utlizado para integra¢do da rotagao:

na opcdo 1 sdo usados o0s quatérnions para a rotacdo e seus momentos (p = Tq) para a
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velocidade de rotacdo; na opc¢do 2 sdo usados 0s quatérnions para a rota¢ao e sua derivada
para a velocidade de rotacdo; na opg¢do 3 é utilizado o conjunto de variaveis angulo-vetor
(o vetor normalizado que da o eixo de rotacdo (A) e o angulo de rotagdo em torno deste
eixo (8)) para a rotacdo e suas derivadas para a velocidade de rotagdo. A diferenca dentre
estas trés opg¢des € discutida mais adiante. As outras op¢Oes sdo a ordem de integracdo
utilizada (ordem 1,2 ou 4, implementada pelo método Runge-Kutta), a selecdo da com-
ponente do quatérnion a ser eliminada a cada passo, ou a eliminacdo sempre da quarta
componente (como discutido no capitulo anterior), e a (ltima representa a combinacao
de presenca de espaco entre 0s passos no arquivo de entrada, presenca de constantes em
cada passo no arquivo de entrada, e sua presenca no arquivo de saida, expressas por 0 ou
1. No exemplo, a combinac¢do 0000 indica a auséncia de espacos e das constantes tanto

no arquivo de entrada como no arquivo de saida.

O funcionamento do programa é bastante simples conceitualmente. Ao ser executado,
0 programa |é o arquivo de pardmetros para determinar como deve ser o seu funciona-
mento. Apobs ler o arquivo de entrada e obter dele os dados constantes do conjunto de
elipsoides e suas condicBes iniciais para a integracdo o programa utiliza as equacdes de-
senvolvidas no capitulo anterior para calcular para cada elipsoide: a aceleragdo do centro,
as variaveis angulo-vetor e suas derivadas, a derivada primeira e segunda dos quatérnions,
0s momentos associados a eles e sua derivada temporal. E realizada entdo a integracao da
posicdo e da velocidade, e segundo a escolha feita do modo de integracdo, a rotagdo e a
nova velocidade de rota¢do sdo obtidas. A obtencdo da rotacdo, velocidade de rotacdo e
aceleracdo da rotacdo é feita exclusivamente através dos quatérnions e de seu momento. A
mudanca determinada pelo modo de integracdo esta apenas na sele¢do se a integracdo no
tempo da rotacdo e da velocidade de rotacdo é feita pelos quatérnions e seus momentos,
pelos quatérnions e suas derivadas, ou pelas variaveis angulo-vetor e suas derivadas. Mas
realizada a integracdo o programa volta a trabalhar com os quatérnions, caso na integracao
tenha sido utilizado um sistema diferente. A gravacdo e leitura dos dados é feita sempre
com os quatérnions e suas derivadas. Este procedimento é realizado em cada passo 1, 2 ou

4 vezes, de acordo com a ordem de integracdo selecionada. Os testes e comparacdes dos
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diferentes métodos desenvolvidos para a integracdo sdo discutidos no proximo capitulo.

Apbs terminado cada passo, 0 programa verifica se & necessario gravar os dados de
saida, de acordo com o intervalo de amostragem selecionado no arquivo de pardmetros,
apos o que os dados de saida deste passo sdo tomados como condigdo inicial do proximo
passo e todo 0 processo é repetido até que o programa alcance o numero de passos dese-
jado.

Os dados de saida na formatacdo apresentada podem ser facilmente importados para
programas graficos ou de analise estatistica, de forma a permitir uma melhor visualiza¢ao
e interpretacdo dos resultados da integracdo. O programa desenvolvido tem como saida
de dados apenas estes arquivos contendo os dados dos conjuntos de elipsbides e seu es-
tado em cada passo, de forma tabular, ndo havendo qualquer outra forma imediata de
sua visualizacdo incorporada ao codigo desenvolvido. Como todos os pardmetros de sua
execucdo sdo passados ao programa pelo seu arquivo de parametros, uma vez editado o
conteido do arquivo de pardmetros a execuc¢dao do programa segue autonomamente, de
forma completamente n&o interativa.

Adicionalmente, para facilitar a visualizacdo dos resultados da integracéo, foi desen-
volvido um outro programa, cuja funcdo € ler arquivos de saida gerados pelo integrador e
a partir deles selecionar uma amostragem regular de um nimero de pontos do espaco
de fase determinado pelo usuario. Estes pontos selecionados sdo convertidos em um
script para execucdo no software 3D Studio Max. Este script, ao ser executado, cria
um conjunto de elipsbides com o tamanho e forma especificados pelo arquivo de saida da
integracdo, e para cada um dos pontos especificados cria um novo quadro na animagao e
ajusta a posicdo do centro e a orientacdo espacial de cada elipsbide conforme o resultado
da integracéo. E entdo gerada de forma quase que automéatica uma animacdo mostrando
o resultado da integracdo realizada. Apos terminada a integracdo numérica, para gerar a
animacao tudo que é necessario do usuario é executar o gerador de scripts, especificando
0 arquivo contendo os dados de interesse, o arquivo de script a ser gerado, e 0 niimero de
quadros desejados na animacdo. Posteriormente € necessario apenas executar este script

no 3D Studio, e a animacao é gerada. A desvantagem deste procedimento para criacdo de
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Figura 3.1: Uma ilustracdo da interface do 3D Studio Max

animac0es &, obviamente, a necessidade de um software externo. A escolha do 3D Studio
Max se baseou principalmente na ampla variedade de recursos disponiveis, permitindo
controlar de forma bastante precisa a cria¢cdo de animagdes complexas, sendo 0s recursos
mais importantes para a sua escolha a possibilidade de uso de scripts para controle de to-
das as suas fungdes e o suporte ja incluido no software para quatérnions (ele suporta ainda
outros sistemas de representacdo de rotacdo, como angulos de Euler e variaveis angulo-
vetor). A Figura 3.1 mostra a interface do 3D Studio Max. Alguns exemplos de gréficos
e imagens gerados com o0s dados de saida estdo no proximo capitulo, nas discussdes dos

sistemas utilizados para teste do modelo.



Capitulo 4

Testando o Asterdide: Analise do
Modelo

Apbs ter o modelo desenvolvido e implementado computacionalmente, & possivel entdo
realizar uma analise do funcionamento do modelo, para verificar se de fato ele se comporta
da forma esperada. Esta analise € necessaria principalmente para verificar a sua correta

implementacdo, eliminando erros de programacao.

Esta analise foi feita basicamente verificando o codigo e o algoritimo utilizados, e,
principalmente, ao utilizar o software desenvolvido para realizar integracdes numéricas
de sistemas simples, que tenham solugdo analitica conhecida ou para 0s quais se conheca
algumas propriedades que devem ser apresentadas, a fim de verificar se o resultado do

programa corresponde ao que se espera.

Outro objetivo destes testes foi verificar a sensibilidade da precisdo dos resultados e
a variacdo do tempo gasto nas integracdes ao mudar a ordem de integragdo utilizada e o
tamanho do passo, de forma a poder determinar quais sdo 0s paradmetros mais convenien-
tes a utilizar, ja que ha sempre um compromisso entre precisdo numérica e tempo gasto.
Pela natureza do programa desenvolvido, o gasto de memoria é sempre reduzido, pois sao
mantidas na memoria apenas as variaveis do passo atual. E como a gravacdo de dados

de saida corresponde apenas as 12 variaveis de cada fragmento, e a grava¢dao nao neces-

85
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sariamente é feita em todos 0s passos (pode-se usar apenas uma amaostragem), 0 acesso
a disco também é reduzido, havendo uma grande influéncia no tempo gasto apenas caso
se use uma amostragem que exija gravacdes muito frequientes (mais que uma vez a cada
10 passos). Assim, o principal determinante do tempo necessario para as integracdes € o
processador utilizado. Todos os valores aqui indicados de tempo gasto foram obtidos em
um Pentium Il 300MHz, 160Mb RAM, utilizando o programa em uma sessdao DOS den-
tro de Windows 98. Como ha ainda uma grande variacdo no tempo gasto de acordo com
as opcOes de compilacdo do programa e outros fatores de software, € importante lembrar
que os valores aqui listados sdo mais importantes para comparagdo entre si (pois foram

feitos nas mesmas condicdes) que de forma absoluta.

Para facilitar a identificacdo de eventuais problemas, a verificacdo das simulagdes
foi feita por partes, partindo das mais elementares. Em todos os testes foi verificada a
conservacdo da energia mecanica total, do momento linear total e do momento angular
total, que sabe-se que devem sempre ser constantes em sistemas isolados, por mais com-
plexos (e ndo integraveis) que sejam. N&o havendo erros no desenvolvimento matematico
nem na sua implementacdo, estas grandezas devem variar apenas pelo erro (inevitavel)
derivado da precisdo numeérica limitada do computador. Este erro, devido aos arredonda-
mentos em cada calculo, é aceitavel se for pequeno, e para reduzi-lo foi utilizada sempre
precisdo dupla (representacdo dos nimeros por 8 bytes) em todos os calculos. Caso ndo
haja erros sistematicos, estes erros de arredondamento devem ser aleatorios, de média nula
e de variancia constante, ou seja, devem ser apenas ruido branco. Todas as informacdes
aqui relacionadas de variagdo destas constantes sdo dadas em termos de valores relativos,
de forma a ndo ser necessario considerar suas unidades, e ser possivel uma comparacado

mais direta.

O que é considerado um erro pequeno & algo que varia com a aplicagdo. Como este
modelo deve ser utilizado principalmente para analises estatisticas e com dados que tém
erros relativos de medida da ordem de 10~2 a 10—, consideramos que em geral o maior
erro aceitavel seria uma varia¢do de 1023 ao final da integracdo, e que com 0 passo de

integracdo escolhido os resultados ndo mudem sensivelmente ao diminuir 0 passo ou re-
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alizar pequenas variagbes nas condi¢Ges iniciais (a definicdo de o que se trata de uma
mudanca sensivel depende do problema, ja que nos sistemas mais cabticos so & possivel
(se possivel) falar neste tipo de estabilidade da solu¢do ao considerar suas proprieda-
des gerais, ja que os resultados (o movimento) obtidos diretamente vao ser sensiveis as
condi¢des iniciais, ao passo de integracao e a precisao de célculo do hardware e do soft-
ware empregados). Também por este motivo escolhemos para os testes do modelo apenas

sistemas simples.

4.1 Translacao sem rotacao e sem contato

Inicialmente foi verificada a correta integracdo para um movimento livre de um (nico
corpo na auséncia de rotagdo. Este teste destina-se ndo apenas a verificar a correta
integracdo da translacdo, mas também & verificacdo do integrador e dos procedimentos
de leitura, processamento e gravacao dos dados. O resultado (como deve ser necessario
para um sistema tdo simples, caso se espere que 0s mais complexos sejam integrados
razoavelmente) foi o correto movimento e conservagdo das constantes de movimento a
uma alta precisdo. Este teste & importante também para revelar o limite inferior de erro
possivel de ser obtido, pois € o sistema no qual ha menos fontes de erro. Assim, estes va-
lores para a desconservagdo das constantes sdo os melhores possiveis a serem esperados
da implementacg&o deste modelo com a combinagéo software / hardware utilizada.

O movimento obtido foi retilineo com velocidade constante, e a energia total e 0 mo-
mento linear total se conservaram de forma exata no limite da precisdo do computador
(na precisdo do computador, sua varia¢do foi nula). Este resultado foi observado ao in-
tegrar em primeira e segunda ordem, e & independente do passo de integracdo. Assim,
conclui-se que estes procedimentos mais simples estdo sendo muito bem realizados pelo
programa.

Para verificar o correto tratamento da forca gravitacional e 0 movimento nao uniforme
em 3 dimensoes, foram realizados testes integrando o problema de dois corpos. Os corpos

foram colocados a distadncias muito maiores que seus tamanhos, de forma que a forca
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de contato ndo se manifeste. Apenas como referéncia, os valores de massas, distancias
e velocidades iniciais foram escolhidos proximos aos valores do sistema Sol-Terra. A
trajetoria corresponde visualmente a esperada. Para integracdes de segunda ordem, a
conservacdo das constantes de movimento também se deu de forma excelente. A partir
de 10° passos por Orbita, as variagdes na energia, momento angular e linear eram todas
caracteristicas de ruido branco, de amplitude relativa da ordem de 1013 (energia) e 10~
(momento angular e linear), como representado nas Figuras 4.1, 4.2, 4.3. Foi verificado
também que a grandeza de conservacdo mais dificil & a energia total, e a mais facilmente
conservada & 0 momento linear: com 10* passos por orbita a energia varia apenas em
1012, mas esta variacdo & bastante regular e periédica; 0 momento angular varia de
10—, mas cresce linearmente com o tempo; o momento linear tem apenas um ruido
branco de amplitude 10714, Com passos excessivamente grandes (100 por orbita) as
variagcdes na energia, momento angular e linear sdo um crescimento linear, chegando a
10~°. Em primeira ordem o comportamento & semelhante, com a diferenca de mais tempo

de computacdo ser necessario para atingir os mesmos valores de erro.

Utilizamos também este sistema para verificar a variacdo do tempo gasto com a or-
dem da integracdo e com o tamanho do passo. O tempo necessario para realizacdo da
integracdo foi, em segunda ordem, cerca de 3.2ms por passo, e em primeira ordem 1.9ms
por passo, embora deva ser notado que este tempo é fortemente dependente da amostra-
gem utilizada. Pode-se argumentar com base nestes resultados que o software & muito
lento, uma vez que s3o necessarios 10° passos por Orbita para integrar de forma precisa
o sistema Sol-Terra. De fato, este integrador seria muito ineficiente como integrador de
orbitas em longos periodos. Mas o interesse deste trabalho é fragmentacdes, que se dado
em uma escala de tempo muito menor que um periodo orbital. Uma indicacdo melhor
da escala de tempo necessaria aos nossos estudos se dara pelas simulag@es de colisdo,
discutidas mais adiante.

Desta forma, estes testes ja indicam um bom funcionamento do programa para a parte
mais simples do codigo, que consiste de movimento sem rotacdo, sujeito apenas a gravi-

dade. Resta verificar, em ordem de complexidade, a atuacdo da forca de contato, a rotacdo
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Variac&o da energia total
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Figura 4.2: Variagdo do momento linear total para as mesmas integracOes da Figura 4.1.
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Figura 4.3: Variacdo do momento angular total para as mesmas integracdes da Figura 4.1.

e a transferéncia de momento angular entre translacdo e rotagao.

4.2 Translacao sem rotagao com contato

Para verificar a atuacdo da forgca de contato ainda sem envolver a rotacdo, utilizamos sis-
temas de corpos esféricos sem rotagdo. Nestes sistemas foram realizadas colisdes entre
esferas a variados parametros de impacto e velocidades, de forma a verificar, principal-
mente, se a forca de contato que criamos se comporta da forma esperada. Para que esta
forca de contato seja razoavel, queremos que gere uma forga nula ou desprezivel quando
0S corpos ndo estdo em contato, e que quando eles entrem em contato a forca seja tal que
eles ndo se penetrem consideravelmente. O ideal a ser esperado seria que esta forca atue
de forma impulsiva, apenas mudando a velocidade no momento do toque dos dois corpos.
Para facilitar a sua visualizacdo e analise, estas colisdes foram feitas todas em um plano
(xy). Para todos estes testes, foram utilizados esferas de 10Km de raio, e densidades no
centro de 5g/cm?3, com velocidades de colisdo de 1.6Km/s.

As Figuras 4.4, 4.5, 4.6 representam as trajetorias dos corpos nestas colisdes e as
variagcOes na energia e no momento angular total. A primeira integracdo corresponde a
um sistema onde os elipsoides passam proximos, mas sem se encontrar. A energia so
variou por 10714, de forma semelhante ao ruido branco, assim como 0 momento angular

total. O momento linear total, nulo, se manteve nulo até o limite de precisdo dos calculos.
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Figura 4.4: Integracdo em segunda ordem, com 5000 passos (consumindo 7ms por passo), de um encontro

proximo de dois elipsoides.

O resultado, muito bom, foi que eles continuaram em suas trajetorias retilineas, sem que

0 potencial de contato os desviasse.

A segunda integracdo corresponde a uma colisdo frontal. As trajetorias estdo corre-
tas, e 0 momento linear e angular total, ambos nulos, se mantiveram nulos por toda a
integracdo. Como representado na figura 4.5, a energia total tem um salto no momento
do impacto, voltando depois para um valor proximo ao inicial. O méaximo deste pico foi
de 1073 para 5000 passos, e 10~° para 50000 passos. A diferenca da energia final para a
inicial foi de 10~ para 5000 passos e 10~/ para 50000 passos. Em todas as colisdes foi
verificado este comportamento da energia no instante da colisdo, mantendo estas mesmas
caracteristicas para qualquer passo de integracdo, mas sempre diminuindo com 0 passo,
de forma aproximadamente proporcional a 8t 2. Este resultado na verdade ja pode ser
esperado ao se considerar o tipo de potencial utilizado. Como este potencial cresce ra-
pidamente no momento do impacto, a imprecisdo do calculo deve sempre gerar um erro

deste tipo.

A terceira integracdo foi desta mesma colisdo com um pardmetro de impacto ndo
nulo. O comportamento é da forma esperada para colisdes elasticas de corpos de baixa
massa (de forma que sua atracdo gravitacional seja desprezivel na escala de tempo destas
colisdes). Vé-se (Figura 4.6) que as trajetorias sdo retas, que mudam de forma essencial-

mente instantanea a sua orientacdo no momento da colisdo. A conservacdo das constantes
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Figura 4.5: Integracdo em segunda ordem, de uma colisdo frontal dos mesmos elipsoides do sistema da
Figura 4.4.
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Figura 4.6: Integracdo em segunda ordem, de uma colisdo dos mesmos elipsoides do sistema da Figura 4.4.

teve 0 mesmo comportamento do sistema anterior. A Figura 4.7 mostra a energia cinética,
potencial gravitacional e potencial de contato ao longo do tempo para este sistema.

Este tipo de teste também permite obter informacdes sobre a defini¢do do raio de cada
esfera. Como discutido anteriormente, sendo a densidade de cada corpo uma gaussiana,
ela se estende ao infinito, sendo necessario definir um critério para determinar a extensdo
de cada elipsoide. O critério mais simples se trata de considerar os limites de cada corpo
em funcdo do desvio padrdo da sua gaussiana, mas a escolha de que valor (em geral

proporcional ao desvio padrdo) sera utilizado é arbitraria.

Estas colisbes ddo uma forma mais natural de definir a extensdo de cada corpo, ao
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Figura 4.7: Energia cinética (a), potencial gravitacional (b) e de contato (c) do sistema da Figura 4.6 para
a integracdo com 5000 passos. Pode-se observar que a energia gravitacional tem uma variacdo 107 vezes

menor que o potencial de contato, o que indica que sua ac¢do de fato foi desprezivel neste sistema.

verificar a distdncia minima a que chegam nas colisdes e como ela depende da energia
do impacto: a extensdo de cada corpo pode ser definida pela distancia minima que ele
alcanca dos outros na colisdo. A variacdo desta distdncia minima com a energia do im-
pacto (frontal), mostra que é razoavel utilizar este valor para a extensdo de cada corpo,
uma vez que ao aumentar a energia de impacto de um fator de 108 (velocidade de impacto
de 1600Km/s), a distdncia minima diminuiu apenas de 10955m para 9490m (um fator de
107Y).

Assim, estes testes validam fortemente a nossa defini¢do para o potencial de contato,
indicando ndo apenas que no modelo desenvolvido a forca de contato foi bem modelada,

mas também que este potencial foi corretamente implementado no nosso codigo.

4.3 Rotagao sem translacao e sem contato

Para verificar a rotacdo, a parte mais problematica do modelo, iniciamos com testes de
rotacOes livres, para posteriormente realizar colisdes com transferéncia de momento an-
gular.

O teste mais imediato para a rota¢do, o de um corpo isolado em torno de um eixo prin-

cipal de inércia - cujo resultado deve ser simplesmente uma rotacdo com velocidade angu-
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lar constante em torno de um eixo fixo -, foi 0 que permitiu encontrar os problemas deriva-
dos de escolher sempre a mesma componente do quatérnion a ser eliminada nas equacdes
de movimento. Como discutido anteriormente, para certos valores do quatérnion (quando
a variavel a ser eliminada é nula) ocorrem indeterminagfes nas equa¢des de movimento.
Por esta razdo implementamos a escolha da variavel a ser eliminada em cada passo, de
forma a eliminar sempre a componente de maior modulo (pelo vinculo da normalizagdo
do quatérnion a componente de maior médulo tem modulo entre % e 1). Sem que seja
utilizada a selecdo de variavel ndo foi possivel obter resultados razoaveis para rotacao
caso fossem atingidos grandes angulos (a partir de 3).

Resolvido este problema de selecdo de variavel, a rotacdo deixou de apresentar gran-
des problemas, apresentando 0 movimento correto, como mostrado nas Figuras 4.8 e 4.9.
A conservagdo da energia cinética e do momento angular ja teve erros sistematicos, pois
as variacOes mostradas nestes graficos sdo as mesmas ao se variar o tamanho do passo.
No entanto, outros resultados anteriores e uma implementacdo independente do codigo
realizada por T. Kodama mostram que o modelo leva a uma conservacdo adequada da
energia e do momento angular. Desta forma, como também & indicado ao observar que
o0 angulo de rotacdo varia corretamente ao longo do tempo (Figura 4.8(a)), este problema
na conservagao da energia esta em um algum erro de codigo na Gltima versdo existente do

programa, no qual estamos trabalhando para sua corregao.

4.4 Colisao com rotacao

Finalmente, verificamos a correta integracdo de uma colisdao de corpos assimétricos com
pardmetro de impacto ndo nulo. O resultado (Figura 4.10) mostra que as trajetorias foram
integradas corretamente, assim como a rota¢do, com os dois elipsodides sem rotagdo até o
seu encontro, e passando a girar com velocidade constante ap6s o impacto. A varia¢ao na
energia total e no momento angular tem a mesma caracteristica da simulacdo anterior.
As simulacdes de rotacdo e de impactos foram também analisadas de forma quali-

tativa ao criar animagoes tridimensionais com os dados resultantes da integracdo. Estas
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Figura 4.8: Integracdo com 50000 passos de uma rotacdo livre, através dos quatérnions e seus momentos.

Notar que como o angulo de rotacdo € limitado a 0 < 6 < m, ao atingir © 0 eixo de rotacdo € invertido e 0

angulo deve passar a decrescer.

350E+00

Variacdo da energia total

30E0 A A A
N/
i", /\ /\ /\ %\nm ) mmvm nod mr\j
0 200400 00000 0OWNN Moodoonbwoyw
e 5l AeoXosdorboanunolinnroannio
e / \ / \ / \ g \ ﬂ\NNNNNImm mwvvvrv
2 L5000 9 o
29 A VY A W T A Y A
< L00E400 9015
VR VIR WA
S0EL v \ 8 2
0.00E+00 15 \V/ \V/ \V/
A0 d0d0d0d0d0d0d0d0d0d 00
OddNNOOTTVDOONNOIDOIODOOHHN
NTOOONTOOONTONO toQdmn ) 03
ﬁﬁﬁﬁﬁ NNNNNOOOOOT T T
Passo Psso . P
(@) (b) (©

Figura 4.9: A mesma integracdo da Figura 4.8, mudando apenas 0 modo de integracdo, para utlizar os

quatérnions e suas derivadas.
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Figura 4.10: Integracdo de uma colisdo de dois elipbides com pardmetro de impacto ndo nulo. Foram

utilizadas 50000 passos, consumindo cerca de 2.9ms por passo.

animacOes sao Uteis para analisar o resultado de sistemas para os quais ndo se conhece
uma solugdo analitica, mas tem-se uma idéia qualitativa de como deve ser o movimento
de cada corpo. Nestes sistemas (como colisdes de muitos corpos) a Unica informacao que
pode ser analisada quantitativamente & a conservacdo das constantes de movimento. As-

sim, a observacdo do movimento nas animacdes permite ter uma idéia melhor de o qudo

razoaveis sao os resultados obtidos.




Capitulo 5

Conclusoes e Perspectivas Futuras

Apbs implementado, o modelo desenvolvido neste trabalho foi extensivamente testado,
para assegurar o correto funcionamento de todas as suas partes. Os testes realizados com
sistemas de solugcdo conhecida indicaram um bom funcionamento geral do codigo. Foi
obtida uma precisdo excelente para o tratamento da translacéo, da gravidade e do potencial
de contato. Os testes com a rotagao indicaram uma integracdo razoavel, embora haja ainda
indicacdo de que algumas correcBes sao necessarias para que a rotacao seja processada de
forma tdo precisa quanto o restante.

Um dos resultados ja obtidos foi a validacdo do potencial de contato que definimos.
Como explicado anteriormente, é dificil obter modelagens para forcas de contato, o que
nos levou a definir uma nova representacdo para o seu potencial. E o resultado dos testes
realizados indicou um comportamento muito bom deste potencial de contato, apresen-
tando todas as propriedades desejadas e com uma alta precisao.

Estes resultados indicam que o modelo e o codigo desenvolvidos comportam-se bem
fisicamente, ou seja, que o processamento do sistema de elipsoides interagentes represen-
tado por este modelo gera um resultado fisicamente correto. Falta verificar se 0 modelo
fisico aqui desenvolvido de fato & adequado para o estudo de asterbides. Esta aplicacdo
para asteroides ainda ndo foi realizada, constituindo um dos principais trabalhos a serem
realizados no futuro.

Outra possibilidade de trabalho futuro esta na implementacdo de melhorias a esta

97
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modelagem. Ja estamos trabalhando na inclusdo de atrito, através de uma funcdo de
dissipacdo de Rayleigh, que tem como principal caracteristica preservar 0 momento an-
gular e ter efeito nulo quando a rotacdo do sistema é de corpo rigido. Outras possiblidades
sendo consideradas sdo a inclusdo de forcas de coesdo e da possiblidade de ruptura dos
fragmentos existentes.

Estamos também trabalhando em programas acessorios para as integracdes. Um deles
tem a funcé@o de gerar as condigdes iniciais para um corpo reacumulado, evitando que
ele tenha que ser "montado”pelo usuario: da forma como esta implementado o modelo é
necessario dar as condi¢des inciais de cada elipsbide; desta forma, se for desejada uma
integracdo de um sistema com corpos reacumulados € necessario dar todas as posicoes e
velocidades, de cada fragmento. O programa sendo desenvolvido monta um corpo rea-
cumulado a partir de um conjunto de elipsoides, procurando uma configuragdo que mini-
mize a energia e tenha rotacdo de corpo rigido, de forma a fornecer as condigdes iniciais
desejadas.

Estes trabalhos atualmente em andamento e os a serem iniciados constituem o projeto

de mestrado que dara continuidade ao trabalho aqui desenvolvido.
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